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1 INTRODUZIONE

1.1 IL CAMPO COMPLESSO

Iniziamo la trattazione dei numeri complessi ricordando la definizio-
ne di campo.

Definizione 1.1. Un campo & un insieme F con due operazioni una
detta somma e una moltiplicazione, che soddisfano i seguenti assiomi,
detti assiomi di campo.

1. Assiomi per la somma
esexclFeyeFallorax+yeF
¢ la somma & commutativa, x +y =y +x per ogni x,y € F

e la somma é associativa, (x +y) +z = x+ (y + z) per ogni
x,y,z€F

IF contiene un elemento nullo 0, tale che 0 +x = x per ogni
xeF

ad ogni x € F corrisponde un elemento opposto —x € [F
tale che
x+(—x) =0

2. Assiomi per la moltiplicazione
esexcFeyeFalloraxyeF

¢ la moltiplicazione & commutativa, xy = yx per ogni x,y €
F

e la moltiplicazione & associativa, (xy)z = x(yz) per ogni
x,y,z€F

¢ FF contiene un elemento neutro 1 # 0, tale che 1-x = x per
ognix € F

e se x € F e x # 0 esiste un elemento reciproco 1/x € F tale
che
x-(1/x) =1

3. Proprieta distributiva
x(y+z) =xy+xz

per ognix,y,z € F
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Definizione 1.2. Un numero complesso € una coppia ordinata (a,b)
di numeri reali.

Siano z = (a,b), w = (c,d), diremo che z=wseesolosea=ce
d = b, inoltre definiamo:

z+w=(a+c,b+d)
zw = (ac —bd, ad + bc)

indicheremo con C l'insieme di tutti i numeri complessi.

Teorema 1.1. C ¢ un campo con elementi neutri della somma e del prodotto
(0,0) e (1,0) rispettivamente.

Dimostrazione. Dalla definizione di somma di numeri complessi pos-
siamo osservare che la validita degli assiomi per la somma dipendo-
no dalle analoghe proprieta dei numeri reali, infatti, mostriamo ad
esempio la proprieta commutativa; se z = (a,b) e w = (c, d), allora:

o z+W= (alb)+(cld) = (a+clb+d) = (C+a/d+b) = (C/d)+
(a,b) =w+z

Anche le proprieta del prodotto possono essere dimostrate a partire
dalle proprieta del campo dei numeri reali
e zw = (ac—bd,ad+bc) = (ca—db,da+cb) = wz.
Siay = (e, f), allora:

(zw)y = ((ac)e— (bd)f, (ad)f + (bc)e) = (a(ce) —b(df), a(df) +
b(ce)) = z(wy).

(1,0)-z = (a—0-b,0-a+d) = z, quindi (1,0) & '’elemento
neutro per il prodotto.

a —b _ a? —b? ab —ab _
¢ (mrm) "z = (a2+b2 ~ a1v? a4 T a2+b2) = (1,0)

quindi (ﬁ, ﬁbbz) e l'inverso di z.
Infine, sia ora v = (e, f):

,b)(c+e,d+ 1)
(c+e)—b(d+f),a(d+f)+b(c+e))
ac —bd,ad + bc) + (ae — bf, af + be)

=zw+zv UJ

z(w+v) a
a

= (
=
=

Osservazione 1.1. 11 sottoinsieme di C definito come Cy = {(a,0) : a €
R} & un campo con le stesse proprieta aritmetiche di R.

Lemma 1. Sia f una funzione f : R — C, definita da
f(x) = (x,0)

allora f é un isomorfismo tra R e Co.



1.1 IL CAMPO COMPLESSO

Definizione 1.3. Definiamo unita immaginaria il numero complesso
i=(0,1)

Dalla definizione di unita immaginaria ricaviamo un’importante
proprieta per 1, cioe:

i2=(0,1)-(0,1) = (-1,0)

quindi 1 risolve ’equazione x? + 1 = 0, ossia rappresenta la radice
quadrata di —T.

Da questa osservazione, e dall’identificazione tra il sottoinsieme
complesso Cp ed R otteniamo direttamente una nuova rappresenta-
zione per i numeri complessi, infatti:

(a,b)

(a,0)+(0,b)
=(a,0)+ (b,0)(0,1) =a+1ib

avendo identificato i numeri (a,0) e (b,0) con i loro corrispettivi reali
aeb.

Definizione 1.4. Se z = a + ib € un numero complesso, definiamo la
parte reale e la parte immaginaria di z come:

a = Re(z) b =1Im(z)

Inoltre, si definisce coniugato del numero complesso z, un numero
con stessa parte reale e parte immaginaria opposta. Il coniugato si
indica con Z = a — ib.

Osservazione 1.2. Dalla definizione di complesso coniugato possiamo
osservare che il numero zz € un reale non negativo, infatti:

z-Z=(a+ib)-(a—ib) = a®* —iab+1iab+b?
=a’+b?

quindi zz e nullo solamente quando z = 0.

Da questa osservazione possiamo definire una funzione norma | -| :
C — R come la radice quadrata positiva di zz, cioe |z| = (zz)1/2

Lemma 2. Se z,w € C allora:

(iii) z+z=2Re(z), z—z=2iIm(z);

(iv) zz e reale e non negativo.
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iIm(z)

ib p----------

Re(z)

Figura 1.: Piano complesso

Dimostrazione. Poniamo z = a +1ib e w = ¢ + id. Iniziamo dimostran-
do (i):

+1ib)+ (¢ +id) = (a+c)+i(b+d)
+c¢)—i(b+d)=(a—ib) 4+ (c—1id)

=Z+w

La dimostrazione del punto (ii) & analoga, per il punto (iii) abbiamo,
dalla definizione di Re e Im:

z+zZ=(a+1ib) + (a—1ib) = 2a = 2Re(z);
z—%z=(a+ib) — (a—ib) = 2ib = 2iIm(z);

Il punto (iv) e gia stato discusso nell’osservazione 1.2 O

1.2 RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA

Dalle osservazioni svolte nel lemma 1 otteniamo una relazione di iso-
morfismo tra C e R?. Per questo motivo siamo indotti a rappresentare
i numeri complessi su un piano definito da una coppia di assi ortogo-
nali orientati rappresentanti, rispettivamente, Re(z) e Im(z) per ogni
numero z € C.

Ovviamente utilizzando questo tipo di rappresentazione per un
numero complesso z = a+ ib avremo come coordinate sugli assi
proprio i numeri reali a e b, come mostrato in figura 1.

Un altro tipo di rappresentazione possibile per un numero nel pia-
no complesso e quella polare; in questo caso i punti verrano indivi-
duati da una coppia di coordinate (p,?) ricavabili a partire da (a,b)
attraverso le equazioni:

p =2l = (a? +1?)/2

@ O =arg(z) = arc?an(%)



1.3 ELEMENTI TOPOLOGICI DELLO SPAZIO COMPLESSO

dove si e voluto indicare con un soprasegno la funzione arc*tan, la
quale, in questo caso, va generalizzata a tutti e quattro i quadranti.
L'usuale funzione arctan infatti, restituisce valori solamente nell’inter-
vallo (—m/2,m/2), definendo cosi solamente gli argomenti di numeri
complessi appartenenti al 1 e 4 quadrante, chiariremo la situazione
con il seguente esempio.

Esempio 1.1. Sia z = —1 + /31 un numero complesso. z si trova chia-
ramente nel secondo quadrante, ma provando ad esprimerlo in coor-
dinate polari secondo le equazioni (1) e utilizzando la solita funzione
arctan, otteniamo:

p=v1t3=2
9 = arctan(—V3) = —g

otteniamo in questo modo un numero all'interno del 4 quadrante.
Risulta quindi chiaro da considerazioni trigonometriche che 1’angolo
corretto si ottiene sommando 7t al risultato ottenuto, quindi:

* 2
arctan(—v/3) = 7t + arctan(—V/3) = gT[

Osservazione 1.3. Le equazioni (1) che descrivono il passaggio alle
coordinate polari nel piano non identificano univocamente il numero
complesso (0,0); infatti, un qualsiasi numero con coordinata p = 0,
presentera un valore indeterminato per I’angolo .

1.3 ELEMENTI TOPOLOGICI DELLO SPAZIO COM-
PLESSO

Definizione 1.5 (Convergenza di successioni). Sia {z,} C C una suc-
cessione. Diremo che z, converge a z € C se la successione |zn —z
converge a zero in IR.

Osserviamo che valgono le seguenti disuguaglianze:
)l
)l

Dalle quali segue la seguente proposizione:

IRe(zn < |zn — 2zl < [Re(zn —z)| 4 [Im(z — 2)|
|

—Z)| X z
Im(zn —z)| < |zn —z| < [Re(zn — 2)[ + [Im(zn — 2)|

Proposizione 1.1. Sia {zn,} C C una successione, allora {zn} converge a z
se e solo se Re(zn) — Re(z) e Im(zn) — Im(z) per n — +o0.

Definizione 1.6 (Successione di Cauchy). Sia {zn} C C una succes-
sione, allora {z,} & di Cauchy se Ve 3N = N(¢) t.c. Vn,m > N si
ha:

|zZn —zml < €
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Teorema 1.2. Lo spazio (C,|-|) e di Banach.

Dimostrazione. Sia {z} una successione di Cauchy, allora per ogni ¢
esiste N tale che per ogni n, m > N:

IRe(zn —zm)| <lzn —zm| <e

Im(zn —zm)| <lzn —zml < €
Dunque anche le due successioni {Re(zn, —zm)[} € {|Im(zn —zm )|} s0O-
no di Cauchy; essendo R di Banach le due successioni saranno an-

ch’esse convergenti, e per la proposizione 1.1 anche {z,} & convergen-
te. ]

Definizione 1.7 (Convergenza di serie). Diciamo che la serie 3>, z,,

converge a z € C se la successione ty delle somme parziali tx =
k

Y n_oZn converge per k — +o0.

Facciamo due osservazioni sulle definizioni:

1. Condizione necessaria affinché una serie di numeri complessi
converga € che limp_, o 2n = 0.

2. Condizione sufficiente affinché una serie di numeri complessi

converga e che converga assolutamente, cioe che la serie reale
+oo .
n—o lzn| sia convergente.

. . i) . .
Esempio 1.2. La serie +i° ( ,) converge assolutamente, infatti:
n=0 nl!
“+o00 . +oo
(i)™ o™ ]
2 || T e
n! n!

Osservazione 1.4. Come applicazione della convergenza della serie di
un esponenziale appena trattata, dimostriamo la formula di Eulero:

— n!
+ +o0
B (19)2n (19)2n+1 B
_nZ_o 2n)! ﬂ;} 2nt1)!
+ +o0o
B n(e)Zn ) o 92n+1 B
_n:o(_” (2n)‘+l£( S o

1.4 IL PUNTO ALL'INFINITO

I punti del piano complesso possono essere rappresentati come punti
su una superficie sferica TT che si trova nello spazio Euclideo (&,1, ¢)
del tipo:

B 3.72, .2 T\ 1



1.4 IL PUNTO ALL'INFINITO

Questa ¢ ovviamente 1’equazione di una sfera di raggio 1/2 con centro
in (0,0,1/2).

(0,0,1)

( (&n.8)

(0,0,0) n=

- —— —

L

x,y.0)

U
1l
=

Figura 2.: Rappresentazione stereografica

Dato che i numeri complessi sono rappresentati da coppie di nu-
meri reali, possiamo identificare il piano complesso (x,y) con il piano
(&m,0).

Ora colleghiamo ciascun numero del piano complesso con il punto
di massimo della sfera (0,0, 1) attraverso un segmento; senza consi-
derare quest'ultimo punto, l'intersezione fra il segmento e la sfera e
ovviamente unica e ha equazioni:

£ — x _ Y _ Xyt
T2yl VT iyt Tyl 4

Questo tipo di rappresentazione dei numeri complessi viene detta
rappresentazione stereografica.

Si pud notare che, allontandandoci sempre di pitt dall’origine, la
proiezione del numero complesso sulla sfera si avvicina sempre di
piu al punto (0,0,1), ed il segmento che li congiunge si avvicina ad
essere una semiretta tangente.

Definizione 1.8. Definiamo infinito il punto che corrisponde alla rap-
presentazione stereografica di (0,0, 1).

Grazie alla definizione del punto allinfinito, possiamo chiudere il
campo complesso estendedolo all’infinito:

Definizione 1.9. Chiamiamo C esteso: C = C U{oco}.






2 FUNZIONI A VALORI
COMPLESSI

Esistono tre principali tipologie di funzioni a valori complessi che noi
tratteremo:

(i) f:R = C, x — f(x) € C; per rendere pil1 esplicito il passaggio
da campo reale a campo complesso possiamo scrivere f(x) =
u(x) +1iv(x), ove u e v sono funzioni a valori reali.

(i) f:R?* = C, (x,y) — f(x,y) € C, anche in questo caso possiamo
scrivere f(x,y) = u(x,y) +1iv(x,y), ove u e v sono funzioni da
R? a R.

(i) f: C - C,z € C — f(z) € C. in questo caso se z = x + iy,
X,y € R, possiamo ritornare a scrivere, con un leggero abuso di
linguaggio, f(z) = f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y), come nel secondo
esempio. La differenza fondamentale rispetto al caso precedente
e che f non mappa coppie di numeri reali in C, ma rappresenta
una funzione di una sola variabile complessa.

Chiariamo con degli esempi la differenza fra le funzioni del secon-
do tipo con quelle del terzo tipo; la funzione:

f(z) = Re(z)

e del secondo tipo ma non del terzo, infatti f non e esprimibile come
funzione di z, ma della sola parte reale, infatti possiamo scrivere z =
x+1iy = z(x,y) e quindi:

f(z) = f(z(x,y)) = x
Mentre la funzione:
f(x,y) =x% —y? 4+ 2ixy + 3x + 3y

e sia del secondo tipo che del terzo, infatti possiamo scrivere f(x,y)
come:
f(z) =2z°+3z

In generale le funzioni complesse del terzo tipo vengono dette ana-
litiche, mentre quelle del secondo sono dette genericamente funzioni
complesse; d’ora in avanti adotteremo questa distinzione, e chiame-
remo, come & in uso negli altri testi, funzioni da C a C quelle del
secondo tipo e funzioni analitiche quelle del terzo.

Si puo dimostrare che tutte e sole le funzioni analitiche sono quelle
esprimibili in serie di potenze.

1"



FUNZIONI A VALORI COMPLESSI

2.1 PRINCIPALI FUNZIONE COMPLESSE

Tenteremo ora di generalizzare le principali classi di funzioni gia note
nel caso di variabili reali.

2.1.1  Funzione esponenziale complessa

z

Dobbiamo definire la funzione f(z) = e*, con z = x + iy variabile

complessa. Iniziamo osservando che:
z _ oxHly X iy _ px :
e“=e £ e =t (Aly) +1iBly))
€ER €C

dove si e osservato che la funzione complessa e* puo essere scritta co-
me il prodotto di una parte reale e* e una parte complessa, funzione
solo della variabile y.

A questo punto restano da determinare le funzioni A e B, derivan-
do otteniamo:
iei‘ﬁl =1ie'Y = A'(y)+iB'(y)
dy
d? ;
7611} :_e‘Ly :A// +iB”
ay? (y) (y)

dobbiamo quindi risolvere I'equazione differenziale:
A"(y) +iB"(y) = —A(y) —iB(y)

Uguagliando parte reale e immaginaria, otteniamo le seguenti equa-
zioni differenziali del secondo ordine:

{A(y) =-A"(y), A(0)=1
B(y) =—B"(y), B(0) =0

dove le condizioni iniziali servono a soddisfare la condizione per una
funzione esponenziale che e® = 1. Risolvendo il sistema otteniamo:

{A(y) = cos(y)
B(y) = sin(y)

giungiamo quindi alla definizione della funzione esponenziale com-
plessa: .
f(z) = e* = e*e'Y = e*(cos(y) +isin(y))

Dunque, richiamando le notazioni precedenti, u(x,y) = e*cos(y) e
v(x,y) = e*sin(y).

Possiamo osservare che, dalla formula di eulero vista nell’osserva-
zione 1.4, ¢ possibile rappresentare un numero complesso in forma
esponenziale:

2 = pel®

dove p = |z| e 6 e I'argomento di z.

12



2.1 PRINCIPALI FUNZIONE COMPLESSE

Osservazione 2.1. La rappresentazione esponenziale rende semplice il
calcolo del prodotto tra numeri complessi, infatti siano z; = p1e®1 e
2y = p2e'92, abbiamo:

i0 i0
z1z2 = pre ' - poe?
= p1p2e!l®1192)
Questa osservazione rende immediata la dimostrazione del seguen-
te teorema, utile nel caso del calcolo di una qualsiasi potenza intera
di un numero complesso:

Teorema 2.1 (Formula di de Moivre). Sia z un numero complesso non
nullo, z = pe'® = p(cos(0) +isin(0)), allora, per ogni intero relativo n si
ha:

Zn — pneine
= p"(cos(n0) +1isin(no))

2.1.2  Funzioni trigonometriche complesse

Dalle uguaglianze:
e'® = cos(0) + isin(0)
e 0 = cos(0) —isin(0)
Possiamo ricavare le seguenti forme per il seno ed il coseno che ben
si prestano a essere generalizzate:

o0 _ o—i0

(o)~ & —¢
sin(0) 7

i0 | ,—io

cos(0) = %

Per ora abbiamo considerato 6 € R. Prendiamo ora z = x+1iy € C,
allora:

eiz + e—iz
2
eix—y +e—ix+y
2

cos(z) =

= %6*9 (cos(x) +1isin(x)) + %ey (cos(x) —isin(x))
= cos(x) cosh(y) — isin(x) sinh(y)

Dunque, richiamando la notazione usata in precedenza, u(x,y) =
cos(x) cosh(y) e v(x,y) = sin(x) sinh(y).

Analogamente si ricava che il seno di un numero complesso puod
essere scritto come:

sin(z) = sin(x +1y) = sin(x) cosh(y) 4+ i cos(x) sinh(y)

13



FUNZIONI A VALORI COMPLESSI

Dalla definizione & immediato verificare che vale ancora la relazio-
ne:
cos?(z) +sin?(z) = 1 VzeC

Notiamo infine che se z &€ immaginario puro, allora segue che:

cos(z) = cos(iy) = cosh(y)

sin(z) = sin(iy) = sinh(y)

2.1.3 Logaritmi complessi

Estendiamo la funzione logaritmo anche per le variabili complesse.
Siaz € C\{0}, z=x+1y e 0 = arg(z), allora:

log(z) = log(|z] e'®) = log(|z] €9 +2%™) = log*(|z|) + i(6 4 2kn)

Ove k € N e log" indica il consueto logaritmo dei numeri reali, ab-
biamo cosi evitato di definire la funzione logaritmo con il logarit-
mo stesso. Osserviamo che il logaritmo complesso presenta un’am-
biguita, dovuta alla non univocita del valore di arg(z), che rende il
risultato un insieme infinito di punti su una retta parallela all’asse
immaginario.

Siamo riusciti comunque a scrivere il logaritmo in termini di fun-
zioni gia note, cioe:

1 *
u(x,y) = 5 log™ (x24+y?) e v(x,y) = arctan(y/x) + 2k

D’ora in avanti, essendo il logaritmo complesso equivalente a quel-
lo reale per numeri reali, indicheremo entrambi con log. Notiamo
inoltre che la condizione z # 0 si & rivelata necessaria altrimenti,
avremmo una contraddizione nelle condizioni di esistenza del loga-

ritmo reale.

Esempio 2.1 (Radici complesse). Trattiamo ora 1’elevamento a poten-
za di un numero complesso z per un altro numero complesso, w.
Avendo gia definito I'esponenziale e il logaritmo complesso, conviene
procedere nel seguente modo:

w

W — ewlog(z)

<

Questo ¢ il metodo generale, approfondiamo ora la trattazione
tramite tre esempi.

1. Iniziamo considerando Re(w) = 1/n,n € N e Im(w) = 0; que-
sta & quella che viene generalmente chiamata estrazione di una
radice di un numero complesso. Sia p = |z| e 8 = arg(z), allora:

ZW _ e% log( pei(9+2k7'r) )

— e (log(p)+i(6+2km))

1 i6+2k7r
= pne n
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2.2 CONTINUITA E DERIVABILITA

Dunque la radice di un numero complesso, essendo stata defini-
ta tramite il logaritmo, & rappresentata da un numero infinito di
valori che si trovano sulla circonferenza di raggio ow. Tuttavia,
dopo n valori di k € IN consecutivi, la radice di z restituisce
i medesimi numeri, quindi l'insieme delle soluzioni distinte e
finito.

2. Consideriamo Re(w) = v2 e Im(w) = 0. Procediamo come
sopra:

w _ e\/zlog(pei(GJerﬂ])

— ¢V2(log(p)+i(0+2km))

_ pﬁei\/i(eJrzm)

Anche stavolta abbiamo infiniti valori sulla circonferenza di rag-
gio V2, tuttavia, a differenza dell’esempio precedente, per nes-
suna coppia di valori di k avremmo due volte lo stesso numero
complesso, essendo V2 irrazionale, quindi il risultato sara un
insieme di punti densi sulla circonferenza.

3. Come conclusione della trattazione sulle potenze consideriamo
ilcasoz=1+1V3ew=1+i2

W — e(]—l—iz)(log(Z)—l—i(%—O—an)) _

_ elog(Z)f%ﬂ74kﬂei(log(2)+§+2k7r)

Notiamo che in questo a caso a variare e sia il modulo della
radice che il valore dell’angolo. Per questo particolare esem-
pio i valori sono tutti distribuiti sulla retta di coefficiente an-
golare log(2) + %; si accumulano nell’origine per k positivo e
divergono all’infinito per k negativo.

2.2 CONTINUITA E DERIVABILITA

Definizione 2.1. Siaf: 2 C C — Cezp € ¥, diciamo che f & continua
in zg se Ve 3b t.c se |z —zg| < & allora |f(z) — f(z0)] < €.

Un utile criterio per provare la continuita di funzioni in campo
complesso ¢ fornito dal seguente teorema.

Teorema 2.2. Sin f: 2 CC — C, f(z) = f(x +1iy) = u(x,y) +iv(x,y)
ezp = xo+1yo € Z, allora f é continua in zy se e solo se w e v sono
funzioni continue in (xo,Yo)-

Dimostrazione. (=) Se f & continua in zy, allora:

1(x,y) = (x0,yo)ll = |z — 2ol <
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FUNZIONI A VALORI COMPLESSI

implica che:

cioe la tesi.

(«) Se u e continua in (xo,yo) allora V5 Jdt.c sell(x,y) — (x0,yo)ll <
b allora [u(x,y) —u(xo,yo)l < 5; analogamente, sostituendo u
con v nelle espressioni viste sopra, otteniamo la relazione di
continuita per quest'ultima. Dunque:
lz—zol = ll(x,y) — (x0,yo)ll < &
implica:
If(z) — f(zo)l < lu(x, y) —ulxo,yo)l + (x,y) —v(x0,yo)l < €
E questo completa la dimostrazione ]
Definizione 2.2. Siaf: 2 C C — C, e sia zg € 9, diciamo che f &
derivabile in zy se:
f(zo +h) —f(zo)

li = f/
lim, N (z0)

esiste finito.

Notiamo che la definizione ¢ equivalente a richiedere che esista
finito:
. f(z) —f(z0)
lim ——————
zZ—z0 Z—2Z0
Si osserva immediatamente che la derivabilita di una funzione a
valori complessi & un argomento pit delicato della continuita; infatti,
preso un punto qualsiasi zp = x¢ +iyo, possiamo calcolare il rappor-
to incrementale avvicinandoci ad esso da infiniti cammini differenti,
e in generale non avremmo la stessa derivata. Tuttavia si puo di-
mostrare che valgono le seguenti condizioni, chiamate equazioni di
Cauchy-Riemann.

Proposizione 2.1. Sia f(z) = f(x +1iy) = u(x,y) +1iv(x,y) come sopra,
allora se f é differenziabile in zy:

Oxu(xo,Yo) = dyVv(xo0,Yo)

0xV(x0,Yo) = —0yu(xo,Yo)

()

Dimostrazione. Fissiamo yo e avviciniamoci a zp con una retta paral-
lela all’asse reale, dunque:

lim flz) = flzo) _ lim u(x,yo) —u(xo,Yo)
z—z0  Z—2Z0 X—X0 X — X0
4 fim 12¥0) = V(X0 Yo)
X—X0 X —Xo

=0xu(x0,Yo) + 10xv(x0,Yo)
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2.2 CONTINUITA E DERIVABILITA

Se invece fissiamo x¢ e ci avviciniamo a zp con una retta parallela
all’asse immaginario otteniamo:

. flz) —f(zo) .. ulxo,y) —u(xo,Yo)
lim ———— = lim -
z—z0  Z—2Zp Y—yo i(y —yo)
+ lim iV(Xo,.bl)—v(xo,yo)
Y—yo iy —yo)

=— iayu(xo,yo) + ayv(XOryO)

Poiché f e differenziabile per ipotesi, il limite deve essere unico, cioe:

Oxu(x0,Yo) +10xVv(x0,Yo) = —10yu(xo,Yo) + 0y v(xo,Yo)

Eguagliando parte reale e parte immaginaria, si ha la tesi. O

Per compattezza scriveremo le equazioni di Cauchy-Riemann nella
seguente forma abbreviata:

Oyf = 10, f

Osservazione 2.2. Osserviamo, in questo caso, che una funzione f, di-
pendente da una sola variabile complessa, e differenziabile soddisfa
sempre le equazioni (2) di Cauchy-Riemann. Non si puo affermare la
stessa cosa, pero, nel caso di una generica funzione a valori comples-
si, infatti, se f = f(x,y), f pud avere componenti differenziabile senza
perod esserlo nel campo complesso.

Esempio 2.2. Sia f: R? - C tc. f(x,y) = x% + iy, abbiamo

axf(xly) = 2x

Oyf(x,y) =1
e, chiaramente, non vale che i0\f = 0yf, quindi le (2) non sono
soddisfatte.

Per quanto visto, continueremo ad identificare le funzioni a valori
complessi con f : C — C e specificheremo, volta per volta, se la fun-
zione richiesta deve soddisfare le (2) identificandola come funzione
olomorfa, nel senso spiegato dalla seguente definizione.

Definizione 2.3. Sia f & una funzione a valori complessi, se f & deri-
vabile in senso complesso in zo diciamo che e olomorfa in zp; se f e
olomorfa per ogni z € Z C C, diciamo che f & olomorfa in 2.

Se f e olomorfa, in zy allora saranno di certo soddisfatte le equazio-
ni di Cauchy-Riemann.
Esempio 2.3. Sia z = x+1iy e f(z) = Re(z) = x, ovviamente u(x,y) = x
e v(x,y) = 0. Ci chiediamo ora se f & derivabile in C; verifichiamo
allora se sono soddisfatte le equazioni di Cauchy-Riemann:

Ou=1#0=0yv
—O0yu =0 =0yv

Siccome le uguaglianze in questo caso valgono per ogni coppia (x,y),
f non e derivabile in nessun punto di C.
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FUNZIONI A VALORI COMPLESSI

Esempio 2.4. f(z) = /Ixyl in questo caso abbiamo u(x,y) = /Ixyl
mentre v(x,y) = 0. In generale le equazioni di Cauchy-Riemann
non sono verificate in ogni punto, ma lo sono di certo nell’origine,
essendo qui le derivate parziali sempre nulle. Tuttavia se si considera
la generica retta (x,y) = (ar, 37) si ha che:

_ 2 i
lim f(z) —1(0) T \/Ioc(ir | T s1gnum(r.) |
z—0 z r—=0 (x+1ip)r  r—0 ax+1if

Che ovviamente non & costante al variare di « e {3, quindi la derivata
non esiste.

Teorema 2.3. Sia f : 9 C C — C tale che f(z) = u(x,y) +1iv(x,y). Se
Yz € Q C P abbiamow,v € €' *, allora le condizioni di Cauchy-Riemann
sono necessarie e sufficienti affinché f sia olomorfa in Q.

Dimostrazione. Calcoliamo la derivata di f in z; sia h = & 4+ in l'incre-
mento, allora:
. f(z+h)—Af(z)
f'(z) = lim ———-—
(2) hlg}) h
Valutiamo separatamente la parte reale, sviluppando in Taylor ab-
biamo:

u(z+h) —u(z) _ ulx+&y+n)—ulx,vy)

h &+1im
_ ulxy) +0xulx,y)E+dyulx,yJn —ulx,y)

E+im
Jro(\/m)
E+im
_ : o)
= £+inayu(x,y)+a+maxu(x,y)+ Erin

Analogamente per la parte immaginaria otteniamo:

viz+h)—v(z) 1 o(v/&2+n?)
h - 5+inay"(x/y)+ £+inaxv(xly)+ 5+1n

Passando alla forma esponenziale si verifica subito che:
o(v&*+1?)
—————=o0o(1)
E+in
Unendo parte reale e parte immaginaria abbiamo:

flz+h)—f(z)
h CE+in

oxu(x,y)

oyu(x,y) + E+in

il

+1i -
&+1im

. &
Oyvix,y) +1i a_l_maxv(x,y) +o(1)

Con €™ indichiamo la classe di funzioni derivabili n volte con continuita.
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2.2 CONTINUITA E DERIVABILITA

Usiamo ora le equazioni di Cauchy-Riemann:
in

i—r
E+1in

Oxv(x,y) + maxu(x,y) +1 E’j:iinaxu(x,y)

+1

& _ .
Erin Oxv(x,y)+0o(1) = 0xu(x,y) +10xv(x,y) +o(1)

Facendo tendere h a zero:
f'(z) = 0xu(x,y) +10xv(x,y)
Quindi f & derivabile, cioé 1’asserto. O

Si pud dimostrare che per i numeri complessi valgono le stesse
regole di derivazione che sono state viste per i reali, compreso il
teorema dell’Hospital e quello della derivata della funzione inversa.

Osservazione 2.3. Se f € una funzione analitica, f(z) = f(x +1iy) =
u(x+1iy)+1iv(x+1iy), allora anche f e differenziabile, infatti ogni fun-
zione analitica, in quanto scrivibile come serie di numeri complessi,
ha parte reale e immaginaria differenziabile, inoltre:

dyf(x+1iy) = if'(z) =10xf(x +1iy)

che sono le equazioni di Cauchy-Riemann. Quindi tutte le funzioni
analitiche sono anche olomorfe.
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3 INTEGRAZIONE SUL PIANO
COMPLESSO

Prima di continuare la trattazione della differenziabilita di funzioni
nel piano complesso, sviluppiamo il discorso riguardante I'integrazio-
ne, dal quale deriveremo successivamente le proprieta delle funzioni
differenziabili.

Per definire una nozione di integrale € necessario, prima di tut-
to, definire un incremento rispetto al quale calcolare il valore del-
lI'integrale stesso. Questo procedimento ¢ analogo a quello utiliz-
zato per i numeri reali, con la differenza che essendo 1'asse reale
monodimensionale non si sono trovate ambiguita sulla definizione
dell’incremento.

Per i numeri complessi ovviamente non e cosi. Infatti, poiche essi
vivono in un piano, sono possibili infiniti cammini fra due punti, e
in generale questi non saranno equivalenti. Poiché I'integrale avviene
su dei cammini in un piano, e poiché I'incremento deve comunque es-
sere monodimensionale, la rappresentazione adatta per scrivere 1'in-
tegrale complesso € quello di un integrale di linea su una curva nel
piano di Argand-Gauss.

3.1 CURVE COMPLESSE

N

Definizione 3.1. Una curva sul piano complesso € un’applicazione

continua v : [a, b] — C. L'immagine dell’applicazione v:
R
C

vy ={zeC:z=vy(t), Vt € [q,b]}

e detta sostegno della curva. Inoltre se vale che

allora diremo che y & una curva chiusa.

Definizione 3.2. Una curva si dice regolare se & di classe ¢! e la sua
derivata non si annulla in nessun punto di (a,b). Inoltre vy si dira
regolare a tratti se 3tq,...,tn € R, ordinati in modo che

a=ti<thL< - <th1<th =D
e tali che vy e regolare su ogni intervallo [t,,_1,tn].

Definizione 3.3. Sia v : [a,b] — C una curva regolare a tratti definia-
mo lunghezza di y

b
Ly) = j (D) dt

a
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INTEGRAZIONE SUL PIANO COMPLESSO

Definizione 3.4. Due curve regolaria trattiy : [a,b] = Ce ¢ : [c,d] —
C si dicono equivalenti se esiste un diffeomorfismo p : [a, b] — [c, d]
di classe %' tale che

Y(t)=e(p(t)) Vtelab]

Evidentemente due curve equivalenti hanno lo stesso sostegno, inol-
tre se p’ > 0, e quindi p(t) e crescente, si avra p(c) = aep(d) = b,
cosicché il primo estremo di y € anche il primo estremo di ¢. Se
p’ < 0 allora la situazione sara invertita. Nel primo caso diremo che
@ ha lo stesso verso di vy, nel secondo che ha verso opposto.

Osservazione 3.1. Osserviamo che la relazione sopra definita e effet-
tivamente una relazione di equivalenza. Potremo quindi dividere
I'insieme delle curve regolari a tratti in classi disgiunte di curve equi-
valenti, potremo quindi passare all'insieme quoziente rispetto alla
relazione di equivalenza tra curve, considerando inoltre solo curve
orientate.

Parleremo quindi parlare di cammino orientato I', comprendente tut-
te le curve equivalenti a una certa curva e con lo stesso verso; quin-
di se @(t) & una curva in I', diremo che ¢ € una rappresentazione
parametrica di T.

Osservazione 3.2. La definizione di lunghezza di una curva non di-
pende dal cambio di parametrizzazione, cioé se y e ¢ sono curve
equivalenti, vale che

Definiremo quindi, in virtli dell’osservazione precedente, la lun-
ghezza di un cammino orientato I' come la lunghezza di una qualsia-
si curva rappresentante una parametrizzazione di I'. Risulta inoltre
che se y e ¢ sono due curve equivalenti con verso opposto varra

3.2 INTEGRALI DI LINEA

Definizione 3.5. Sia vy una curva regolare a tratti, definita dalla para-
metrizzazione y(t), a <t < b;sia f : Z — C, tale che il sostegno di
Y sia contenuto in Z e che f sia ivi continua. Definiamo integrale di f
lungo v

L = Jb Fy(0)y' (1) dt

a

L'integrale di linea di una funzione complessa non varia al cambia-
re della parametrizzazione della curva, vale infatti il seguente teore-
ma.

22



3.3 INDICI E TEOREMA DI CAUCHY

Teorema 3.1. Se 'y e ¢ sono curve equivalenti, allora

L=l

Dimostrazione. Per ipotesi esiste un diffeomorfismo p tale che:

(3) v(t) = e(p(t)

si ha

e sostituendo r = p(t)
p(d)
@ | =] Homeme i ar
@ p~1(c)

Ma dalla (3) segue

Quindi possiamo scrivere

b b
(5) szj f(y(t))v’(t)dtzj flo(p(D)) e’ (p(t)p’ (1) dt
Y

a

e, confrontando la (4) con questa espressione otteniamo che fy f =
Jof O
(@)

3-3 INDICI E TEOREMA DI CAUCHY

Definizione 3.6. Sia data una curva chiusa vy : [a,b] =+ C e sia Q =
C\ v*, allora, per ogni z € Q) si dice indice di z rispetto alla curva y

1
Ind —
nv(Z) L

~2m

dé&
§&—z

Enunciamo ora un teorema il cui significato & piuttosto intuitivo,
ma la cui dimostrazione & complessa ed esula dagli scopi di questo
libro.

Teorema 3.2. Una curva chiusa divide sempre C in componenti connesse
di cui una sola é illimitata.

Teorema 3.3. La funzione Ind(z) definitaV z € C\y* = Q e una funzione
Y

olomorfa in Q, a valori interi e assume valore costante su ogni componente
connessa in cui e diviso C. Inoltre Ind(z) = 0 sulla componente di C
Y

connessa illimitata.
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INTEGRAZIONE SUL PIANO COMPLESSO

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nel caso particolare di una cir-
conferenza si raggio T centrata in zo. Sia quindi y(t) = zo +re't con
t € [0, 271]. Otteniamo

1 dg, T (%™ vy/(t)dt
Ind =—| — =-— _
rwl/ (z0) 2mi L, E—zp 2mi Jo v(t) —zo
27T & it 27
:1J U‘e_dt:]J dt — 1
27 Jo rett 27 Jo
Inoltre se t varia in [0, 2n7 allora Ind(zp) = n. O

v

Dunque il significato della definizione di indice & il conteggio di
quante volte una curva chiusa si avvolge attorno ad un certo punto;
per completezza diamo la seguente definizione:

Definizione 3.7. Poniamo, per definizione

Ind(co) =0
Y

Definizione 3.8. Siano y; : [0,1] — C ey, : [0,1] — C due curve chiu-
se, allora queste si dicono omotope se esiste una famiglia continua ad
un parametro di curve chiuse y;(t), s € [0, 1], tali che:

Ys—o(t) =vi(t) e vs=1(t) =v2(t)

Una tale famiglia di curve potrebbe essere, ad esempio, ys(t) =
Y1(t) (1 —s) +v2(t)s

Se prendiamo il caso particolare di due curve omotope yi e vz
una delle quali ha come immagine un punto, per esempio vy, = cost,
allora diciamo che vy e omotopa a zero.

Definizione 3.9 (Insieme connesso). Sia X un’insieme, allora diciamo
che e connesso se gli unici sottoinsiemi disgiunti la cui unione e X
sono {X, 0}.

Definizione 3.10 (Insieme semplicemente connesso). Sia X un insie-
me connesso, allora diciamo che X e semplicemente connesso se ogni
curva chiusa interamente contenuta in X € omotopa a zero.

Definizione 3.11 (Insieme convesso). Un insieme X si dice convesso

se Vz1,z; € X il segmento z(t) = z1(1 —t) + 22t € X Vt € [0,1].

E facile notare che se un insieme e convesso, allora ¢ anche sempli-
cemente connesso e di conseguenza anche connesso.

Teorema 3.4 (Di Cauchy). Sian Q C Capertoef: 2 C C — C. Una
funzione olomorfa in O C 9 semplicemente connesso. Se I' e un cammino
chiuso in Q t.c.

Ir}d(z):O VzeC\Q

allora
ﬁ; f(z)dz=0
r
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3.3 INDICI E TEOREMA DI CAUCHY

Dimostrazione. Riscriviamo

% f(z)dz :i; u(x,y) +iv(x,y)d(x +iy)
r r

:jﬁ u(x,y) dx+14; u(x,y)dy

r r
—I—ifﬁrv(x,y) dx—ﬁv(xzy) dy

:ﬁ[u(x,y) dx —v(x,y) dy]

+ ii[u(x,y) dx +v(x,y) dy]

Poiché per ipotesi sono verificate le equazioni di Cauchy-Riemman,
ed essendo ) semplicemente connesso, le forme differenziali fra pa-
rentesi quadre sono esatte, e dunque il loro integrale lungo un cam-
mino chiuso & nullo. O

Enunciamo ora due corollari di questo teorema

Corollario 3.4.1. Con le notazioni del teorema precedente, e con C\ Q ¢
convesso, allora

J f(z)dz=0 Vv cammino chiuso in Q
.

Corollario 3.4.2. Siano yy ey due cammini chiusi omotopi in Q) t.c.

Ind(z) = Ind(z)
Y1 Y2

allora
J f(z)dz = J f(z)dz
Y1 Y2
Dimostrazione. Per la dimostrazione di questo corollario, osserviamo
i cammini rappresentati nella figura 3. Calcoleremo il valore dell’in-
tegrale di f lungo il cammino chiuso I' = y; Uc; U—y2 U—cy. Dal
teorema di Cauchy e dal suo corollario otteniamo:

J f(z)dz=0
r
quindi
o= o= e[ oe] e
Jr Y1 —v2 c1 -
o] e ]
Jyi Y2 ¢ c
— f—J f
YY1 Y2
cioe
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INTEGRAZIONE SUL PIANO COMPLESSO

Figura 3.: Dimostrazione corollario 3.4.2

Teorema 3.5 (Formula integrale di Cauchy). Sia f : O € C — C
una funzione olomorfa, e sia 'y una qualsiasi curva chiusa in Q. Allora
VY z € Q\v* abbiamo

d§

1 (&)
f(z)Ir;/d(z) =5 L -

Dimostrazione. Poniamo

g(&) = E—z

(0= ¢,
f'(z) E=z

g € una funzione della variabile complessa & ed e quindi olomorfa in
Q. Possiamo applicare il teorema di Cauchy,

L g(&)dg=0

cioe

[ fE)—f) L [ fE) L dE
o_Lda_La &,ﬂﬂja

E—z —z y&—z
= J @ dé —f(z) 2rilnd(z)
y&—z Y
otteniamo quindi
1 fE)
f(z)Ir;/d(z) =5= Jv - dg

che ¢ la formula cercata. Infine se Ind(z) = 1, cioe se y & una curva
%

chiusa che effettua un solo giro attorno a z, la formula integrale di

Cauchy si riduce a
1 f(E)
flz) = 2mi L, E—z dé
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3.3 INDICI E TEOREMA DI CAUCHY

Dalla formula integrale di Cauchy appena dimostrata otteniamo
un’importantissima proprieta per le funzioni olomorfe che non ha
analoghi per quanto riguarda le funzioni reali.

Teorema 3.6. Sia f una funzione olomorfa in O C C. Sia 'y un cammino
chiuso in Q, alloraVz € Q t.c.

Ind(z) =1
Y
f & derivabile infinite volte in z e:

Y

“amt, Eo T

Dimostrazione. 1l teorema si dimostra per induzione; usando la for-
mula integrale di Cauchy:

f(z+h) = ] J Ef(ﬁ) dég
Y

27 —z—h
1)
) =g | gy
dunque
fz+h) —f(z) 1 hf(&)
h _ZnihL -2z

Se facciamo il limite per h che tende a zero del termine a sinistra
questo esiste ed e, per definizione, la derivata di f, quindi:

f(z) = I f(z)

~ hs0 Zﬂin (E—z)(E—2z—h) a

Notiamo che il teorema sarebbe dimostrato se fosse possibile por-
tare il limite sotto il segno di integrale. Siano:

M :=max |[f(&)]
EEY*

m := min |§ — z|
Eeyr

per h piccolo possiamo dire che m > h; valutiamo la quantita:

() ()
J, e e |, (a—z)zd’i‘<
hf(z)
<], e €
1
<mim (a—z)Z(a—:/:—h)‘dK
[h| M

\mL(Y)HO per h—0
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INTEGRAZIONE SUL PIANO COMPLESSO

Quindi il passaggio del limite sotto il segno di integrale ¢ lecito e

dunque:
oy ] (&)
e = g ) e 0

Essendo f’(z) derivabile per come & stata definita, posso iterare il
procedimento e giungere alla tesi. O

Questo teorema e di grande importanza, infatti afferma che basta
che una funzione sia olomorfa su un insieme semplicemente connesso
perché questa sia ivi infinite volte derivabile.

Corollario 3.6.1. Sia f = u+1iv una funzione olomorfa su Q, allora wev
risolvono I'equzione di Laplace

%u  d%u B
oz oy
0%v 0%

2 Tayz O

0

Dimostrazione. Siccome f & olomorfa

u_dv o ou_ v
ox 0y dy  Oox

Per il teorema precedente f € €*°, quindi anche u, v € ¥, dunque

0%u 9%y 0 (8\1) B 0%u

2 oxdy  oyl\ox) oy?
da cui
Viu=0
La dimostrazione per v & analoga. O

Siccome sia u che v risolvono le equzioni di Laplace, allora anche:
V=0

Dunque una funzione olomorfa soddisfa I'equazione di Laplace; questo &
un fatto di estrema importanza in molti campi della fisica.

Teorema 3.7 (di Morera). Se f e una funzione continua su un insieme Q)
aperto semplicemente connesso e

ﬂg f(z)dz=0
v

per ogni 'y cammino chiuso interamente contenuto in Q, allora f é olomorfa
in Q.
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3.3 INDICI E TEOREMA DI CAUCHY

Dimostrazione. Siano zg,z € Q, e sia

Siccome l'insieme & connesso, possiamo integrare f su una curva y
qualsiasi che va da z¢ a z; il valore dell’integrale non dipende dalla
curva scelta, infatti se prendiamo un’altra curva vy’ in Q che va da zg
a z per ipotesi

% f(z)dz:J f(z)dz—J f(z)dz =0
Y=y’ Y v’

Prendiamo ora un incremento h in qualsiasi direzione, siccome Q
e aperto se h e sufficientemente piccolo sara contenuto in Q, quindi
F sara ben definita in z + h; possiamo dunque calcolare la seguente
differenza:

’F(z—i— h) —F(z)

o —f(z)‘ =

z+h
SIUCEEILE
z
Siccome f & continua Ve 36 tale che |h| < & = [f(z+h) —f(z)| < ¢;
quindi:
+h
’ 1 1 el

z+h 1 (?
L e —renag < [T e — o a <

=

Facendo tendere h a zero si ha che F/(z) = f(z); dunque F(z) e
olomorfa su ), quindi sara anche derivabile infinite volte, dunque
anche f sara olomorfa. O

Proposizione 3.1. Sia 2 C C —{0} semplicemente connesso, sia zo € 2,
poniamo:

f(z) = Eo d; +log(zo)

Allora £ e analitica e f = log(z)

Dimostrazione. f & ben definita essendo 1/ una funzione analitica in
2, e dunque l'integrale dipende solo dagli estremi di integrazione e
non dal cammino. Inoltre f/(z) = 1/z, quindi f & analitica in 2.
Prendiamo ora:
g(z) = ze

allora
g'(z) =e & —zf'(z)e T2 =0

dunque g é costante, e siccome g(zp) = 1 abbiamo

cioe la tesi.
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INTEGRAZIONE SUL PIANO COMPLESSO

Teorema 3.8 (Del valore medio). Sia f : 9 C C — C una funzione
olomorfa in Q) semplicemente connesso; preso un qualsiasi 'y cammino chiuso
circolare in Q il valore che f assume al centro della sfera é uguale al valore
medio che asssume sulla circonferenza.

Dimostrazione. Notiamo che provare la tesi significa dimostrare che

1 27 .
f(a) :J fla+ret®)do
27 0

Per la formula integrale di Cauchy

27 i0 .
1 J f(z) 1 J fla+re )irelede

a) =—— dZ: " :
2mi Ji, qer z—a 27 Jo a+relt? —a

1 27 .
=5 Jo fla+ret®)do
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4 SERIE DI LAURENT E TEOREMA
DEI RESIDUI

4.1  SERIE DI TAYLOR

Teorema 4.1 (Serie di Taylor). Sia f : 2 C C — Cesia QO C Z un
sottoinsieme aperto della regione di olomorfia di f semplicemente connesso,
sia a € Q, allora:

n=0
e la serie converge per ogni z in ogni disco di centro in a tutto contenuto in
Q.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste un cammino circolare chiuso y cen-
trato in a e contenente z, dunque:

1 f(&)
© ()= gp | gog e
Scriviamo:
1 1 1 1
7) =

-z (6—a)+(a—2z) &—al+ o=

Essendo z racchiuso nella regione limitata da y* e & un punto sulla
curva, abbiamo che:

a—z
&E—a
Quindi possiamo riscrivere la (7) in termini di una serie geometrica
convergente:

<1

1 1 +Z°o(z—a)“
E—al+f=Z &t-a ‘= (E—an

Inserendo questo risultato nella (6) otteniamo:
+oo

f(z) 1 J ZMda
yn

i - (E—qnt]

e o 1 f(£) dE,
:Z(Z_a) zﬁiL (E_q)n+]

n=0
+o0
f(n)
R
= n
Chiameremo serie di Taylor lo sviluppo di f come sopra. O
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SERIE DI LAURENT E TEOREMA DEI RESIDUI

Il teorema precedente mostra che le funzioni olomorfe ammettono
uno sviluppo in serie di Taylor, cioe uno sviluppo in serie di potenze;
ora ¢ evidente I’equivalenza fra funzioni analitiche e olomorfe.

4.2 SERIE DI LAURENT

Con le serie di Taylor abbiamo dimostrato che e possibile sviluppare
una qualsiasi funzione complessa nella sua regione di olomorfia QO
in un intorno circolare di un punto, a patto che l'intersezione fra
I'intorno del punto e Q sia semplicemente connessa. Supponiamo ora
che O non sia semplicemente connessa, il teorema seguente mostra
che & comunque possibile sviluppare una qualsiasi funzione f : 7 —
C, O C 2, in un intorno di un punto in cui f non € olomorfa.

Teorema 4.2 (Serie di Laurent). Sia f come sopra e continua su due curve
circolari chiuse y1 e vy interamente contenute in Q, omotope, delle quali
Y1 & la maggiore, allora f & sviluppabile in serie di potenze sia positive sia
negative, convergente in (), e avra la forma:

+oo
f(z) = Z an(z—a)™ +
n=0

oove:

T f(€)
on Lﬁ ( dE»

2w & —a)ntl
1

n—35_.
271

J f(E)(£—a)" " de

Y2

Dimostrazione. Colleghiamo v ey, tramite un segmento c e conside-
riamo la curva I' .=y UcU (—y2) U (—c), allora ' & una curva chiusa
intorno alla regione compresa fra le due curve omotope. Per ogni
possibile numero z in questa regione:

fle) =g | oo de =

~2mi E—z
b ofE) 1 f(E)
_ZniL] E,—zdé 2mi L,Z E—zda

Essendosi elisi gli integrali su ¢ e —c.
Prendiamo ora in analisi il primo addendo. Poiché z & contenuto
nella regione interna a I', possiamo riscrivere:

E—al—£4
1 & (z—a)™
a4 (E-an
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4.2 SERIE DI LAURENT

da cui possiamo ricavare la seguente formula per il primo integrale:

1 [ &) . v ] (£)
J dE,—nZ_O(z a) 3 Jv1( dé

2mi v &—z i £—q)ntl

Con un ragionamento analogo riscriviamo l'integrando del secon-
do integrale:

t-z zmal-—i
1 < (E—a)"
Z_an:O (Z_a)n
da cui:
1 f(E) ey
szz g9 nZ_O - ZmLz (£)(E—a)™dE
Cambiando l'indice della sommatoria di cui soprainn’ =n+1e

sostituendo le formule ricavate per gli integrali abbiamo che

+o00 . ] f(a)
f(z) :nZ_O(Z—a) 2nijy1 (E_qnti d¢,
+o0 1 :
— n—I1
+nZ_1 (z—a)nszz f(E)(E—a)™ " dE
Cioe la tesi. ]

Per rendere piti compatta la scrittura, possiamo scrivere lo sviluppo
come:

+oo
flz)= ) cnlz—a)"

n=—oo

1 f(&)
Cn L ( d¢

C2mi ), (E—a)nt]

con

ove Y € una qualunque curva chiusa contenuta fra y; e y, con indice
unitario rispetto ad a.

Notiamo che se a ¢ nella regione di olomorfia di f, allora per il
teorema di Cauchy:

| ree-—anrae—o
v
e lo sviluppo di Laurent si riduce alla serie di Taylor.
Inoltre bisogna notare che se lo sviluppo ha potenze negative, i

coefficienti a, non hanno il significato della derivata di f, come invece
accadeva nella serie di Taylor.
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SERIE DI LAURENT E TEOREMA DEI RESIDUI

Osservazione 4.1. Osserviamo che la serie di Laurent di f € una somma
di termini del tipo
b b
7nn R _n
(z—zo) (z—zo)
1§
+cot+ci(z—zo)+- - +enlz—2z0)" +...

flz) =---+

Iz
conn € N.
Chiameremo componente olomorfa la componente I, mentre I; sara
la componente caratteristica o singolare, il significato del nome verra
meglio chiarito nel paragrafo successivo.

Teorema 4.3 (Disuguaglianza di Cauchy). Sia f una funzione sviluppa-
bile in serie di Taylor per ogni numero complesso z contenuto in un disco di
raggio R, allora ¥r < R, posto

M := sup [f(z)]

|z|<r

si ha:
lar™ < M

Dimostrazione. Per definizione:

a 1 J f(&) 4
|z|=T

:E 6n+1
1 f(&)
=|— d
|an| ZﬂiJ'lz—r E““ E’
1 (2™ f(rett) 1
= 27TJ0 Tn+1eit(n+1)rel dt
27 it
<1J f(re't) dt
21 0 ™
T M M
IR A, P

JR— 7‘[ —
= 2o m
Da cui la tesi.
O

Teorema 4.4 (Di Liouville). Sia f una funzione olomorfa su C, allora essa
e limitata se e solo se e costante.

Dimostrazione. Che una funzione costante sia limitata & ovvio. Sia
allora f una funzione olomorfa e limitata e sia

M := sup f(z) < 400

lz|<Tr

Siccome f e olomorfa Vz € C, allora si potra sempre esprimere f(z)
come serie di potenze. Per il teorema precedente deve valere che:

lan| < TT
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4.3 ZERI E PUNTI DI SINGOLARITA

Siccome la regione di olomorfia di f & tutto il piano complesso, si pud
far tendere r all’infinito, da cui |a| = 0.

Rimane da determinare solo il primo termine dello sviluppo, ag
perd centrando la serie in un punto fisso del piano complesso, pos-
siamo esprimere ogni valore di f rispetto a quel punto, quindi ay ha
valore fissato, e quindi f & costante.

Ul

4.3 ZERI E PUNTI DI SINGOLARITA

Definizione 4.1. Sia f : QO C C — C una funzione, diciamo che z( &
uno zero di f se f(zp) = 0.

Per le funzioni complesse vale il seguente teorema:

Teorema 4.5. Sia f una funzione analitica in Q diversa dalla funzione
identicamente nulla, allora se f ammette degli zeri in Q, questi sono isolati.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che se esiste zg € Q t.c. f(zg) =
0, allora esiste un disco D(z¢, p), per un opportuno p, tale che f(z) #
0Vze QND(zg,p).

Essendo f analitica in (), potra essere espressa con una serie di
potenze centrata in zy:

+oo
fz) = ) an(z—zo)"
n=0

Siccome zy € uno zero, dovra essere ag = f(zg) = 0, sia allora m il
primo indice tale che a,, # 0; dunque:

f(z) = (z—2z0)™(am + P(z))
ove

+o00
P)= )  anlz—zo)™™™
n=m-+1
Siccome P & una funzione analitica (e dunque continua), ed ha uno
zero in zg, esiste p t.c. Vz, t.c. 0 < [z—2zpo| < p, am > P(z), cioe
f(z) # 0.
L]

Questo teorema ha parecchi risvolti pratici, in quanto ci permette
di dire che se f & una funzione analitica nulla su un’insieme infinito
di punti che hanno un punto di accumulazione, allora f e la funzione
identicamente nulla.

Inoltre se f(z) = g(z), f, g funzioni analitiche, per ogni valore di z
in un dominio con almeno un punto di accumulazione, allora ¢(z) :=
f(z) — g(z) e la funzione identicamente nulla, cioe f = g Vz.

Passiamo ora alla classificazione degli zeri; siano ag, ar, ..., an, ...
come in 4.1, allora diciamo che:
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SERIE DI LAURENT E TEOREMA DEI RESIDUI

(i) Sea; =0ean #0Vn > 1, z9 & uno zero semplice.

(ii) Se at,...,am =0e an #0 VYn > m, zo & uno zero di ordine m.
Nell’ultimo caso vale che
f(zg) =0 Vk <m

Definizione 4.2 (di singolarita). Diciamo che zp € un punto di sin-
golarita per f : C — C se f o le sue derivate non sono definite in
Z0-

Per il momento ci limiteremo a trattare le singolarita isolate, os-
sia quelle singolarita per cui esiste un disco D(zg, p) in cui f(z) sia
olomorfa per ogni z # zo.

A partire dall’osservazione 4.2 possiamo classificare i punti nel pia-
no complesso a seconda del comportamento della serie di Laurent di
una funzione calcolata in un intorno di tali punti.

Definizione 4.3. Sia f una funzione analitica in un insieme Q escluso
eventualmente un punto z¢ interno al dominio.

(i) Sela componente singolare dello sviluppo di Laurent di f intor-
no a zy e nulla, allora zy verra detto punto di olomorfismo.

(ii) Se la parte singolare di f e diversa da zero, allora zy sara un
punto di singolarita per f e

e Se esiste finito lim,_,,, f(z), allora zo & una singolarita elimi-
nabile.

¢ Se la componente singolare ha un numero finito di termini,
allora, indicato con n il primo valore negativo non nullo, si
dira che z¢ € un polo di ordine n.

¢ Se la componente singolare ha un numero infinito di termi-
ni allora si dira che zg € una singolarita essenziale.

La condizione di polo di ordine n si puo riscrivere ponendo:

P(z)
Q(z)

e dicendo che Q(z) ha in zp uno zero di ordine n mentre P(zq) # 0.
Dunque se z¢ € un polo di ordine n:

f(z) =

lim f(z) =
Z—Z0

Ma

lim f(z)(z—2zp)™ =bn
Z—Z0

Per il limite in punti di singolarita essenziali vale il seguente teore-
ma:
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4.3 ZERI E PUNTI DI SINGOLARITA

Teorema 4.6 (di Casorati-Weierstrass). Sia f una funzione con una sin-
golarita isolata in zo, allora Vp,e > 0 e Va € C 3z € CN D(zo,p) ~ {20}
tale che |f(z) — a| < e.

In pratica questo teorema afferma che, I'insieme R := {f(z) : z €
D(zo, p),z # zo} & denso nel piano complesso, dunque il lim, . f(z)
puo assumere qualsiasi valore, quindi non esiste.

Dimostrazione. Sia R come sopra, supponiamo, per assurdo, che esista
un ap € C tale che, per un certo ¢ > 0, D(ap,¢) NR = 0); allora
Vz € D(zg,p) |f(z) — a| > ¢, cioe:

La funzione

f(z) —a

¢ dunque analitica, o ha al pit1 una singolarita eliminabile in zo. Ma
allora

e dunque f ha al piti una singolarita eliminabile in z¢, assurdo. [

Dunque la classe limite in un punto di singolarita essenziale e un
insieme denso in C; una funzione che assume piti valori nello stesso
punto verra chiamata polidroma.

Cerchiamo ora di estendere la classificazione dei poli anche per
l'infinito. Per mappare il punto all’infinito conviene porre z = 1/t e
definire una nuova funzione g(t) = f(1/t); allora diremo che:

(i) se g ha un punto di olomorfismo in zero allora f ha un punto di
olomorfismo all’infinito.

(ii) Se g ha una singolarita eliminabile in zero allore f ha una singo-
larita eliminabile all’infinito.

(iif) Se g ha un polo di ordine n in zero allora f ha un polo di ordine
n all’infinito.

(iv) Se g ha una singolarita essenziale in zero allora f ha una singo-
larita essenziale all’infinito.

Grazie a questa classificazione possiamo estendere il teorema di
Liuville a C.

Teorema 4.7. Se f ¢ analitica in C, allora f ¢ costante.

Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella gia vista. O
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Abbiamo ora gli strumenti necessari per dimostrare il teorema fon-
damentale dell’algebra, che ¢ in realta un corollario del teorema sopra
enunciato.

Teorema 4.8 (Teorema fondamentale dell’algebra). Per ogni polinomio
P(z) =ap+ajz+---+anz"
I'equazione P(z) = 0 ha almeno una soluzione.

Dimostrazione. Sia

Se P non avesse soluzioni, allora g sarebbe olomorfa su tutto C, e
dunque sarebbe costante, assurdo. ]

Se invece vogliamo valutare una singolarita non isolata, lo svilup-
po di Laurent nell’intorno di tale punto dovra tenere conto degli in-
finiti punti di singolarita contenuti, quindi e plausibile che questa
singolarita sia essenziale. Questo fatto e enunciato nella saguente
proposizione, di cui non viene data la dimostrazione.

Proposizione 4.1. Se zo e un punto di singolariti non isolato per f, allora
z¢ € una singolarita essenziale.

4.4 1 RESIDUI

Definizione 4.4. Si dice residuo di f nel punto zo, e lo indichiamo
con Res¢(zg), il coefficiente b del teorema 4.2.

L'importanza del residuo discende dalle definizioni dei coefficienti
della serie di Laurent, infatti:

1

by = —
L et

jg f(z)dz

cioe il residuo esprime il valore dell’integrale della funzione su un
cammino attorno al punto considerato. Quindi la trattazione degli
sviluppi di Laurent di funzioni complesse ¢ di fondamentale impor-
tanza per la possibilita di ottenere l'integrale della funzione valutan-
do solamente un coefficiente della serie.

Osservazione 4.2. Osserviamo che se f ha in zp un polo di ordine n,
allora, se indichiamo con T(z) la parte olomorfa dello sviluppo di f:

b b
1 4t n

f(z) =T(z) e —
z—2z9 (z—2zo)™
e quindi
1 dnD n
Rest(zo) e ((Z—ZO) f(Z)) .
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Teorema 4.9 (dei residui). Sia f una funzione analitica nell’insieme sem-
plicemente connesso QO C C ad eccezione dei punti z1,...,zn; sia y una
curva chiusa in Q tale che z; ¢ y* eInd(z) =0Vz € C\ Q, e sia

%

S={z1,...,zm} C{z1,...,zn} =R

U'insieme dei punti interni a y*, allora:

3@ f(z)dz =271) Res¢(z)Ind(z;)
Y j=1 Y

Dimostrazione. Per ogni j =1,..., m possiamo scrivere:

b
G~ T el
k=1 )
ove @; indica la componente singolare di f rispetto alla j-esima singo-
larita e T la componente olomorfa dello sviluppo.

Sia

9(z) :=f(z) —@1(z) = — om(2)

La funzione g & ben definita in z; per ogni j poiché e stata rimossa
la parte singolare di f in tali punti. Dunque g € olomorfa in Q\ {R\ S}
e quindi vale il teorema di Cauchy:

jg g(z)dz=20
v
cioe -
ﬂg f(z)dz—Z§ @j(z)dz =0
Y j=1 Y
% f(z)dz:Z§ @;(z)dz
Y j=1 Y
Notiamo che:
+00 bn B
%}/ @j(z)dZ:§V; mdl—

+oo
:Z§ binndz
n=1"Y (Z_Zj)

Per n = 1 abbiamo come risultato:

b
i# 1 _ 2mtilnd(z;)by = 2mwilnd(z;) Res¢(z;)
vy Z—Zj Y Y

Per n > 1 invece usando il teorema 3.3:

i; (Zfz)n = (n27_ri1)|h}d(z]')(bn)(n_”(zj) =0
Y ) :
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ove (by)(™=1) indica la derivata di ordine n — 1 del coefficiente by,
che & ovviamente nulla. Quindi abbiamo che:

i; @j(z)dz = 2milnd(z;) Res¢(z;)
v %

Quindi

% f(z)dz = ZﬂiZ Res(z;)Ind(z;)
Y j=1 Y

che e la tesi. ]

Estendiamo ora il teorema al caso in cui f abbia una singolarita
all’infinito definendo il residuo all’infinito.

Definizione 4.5. Sia QO C C connesso e illimitato e sia y un cammino
chiuso tale da non comprendere al suo esterno nessuna singolarita,
allora chiameremo il residuo di f all'infinito:

1 t #(£) de

ReSf(OO) == R

Osservazione 4.3. Se f ha una singolarita all’infinito g(t) = f(1/t) ha
una singolarita in zero, quindi:

+00 +x)b
f(z) :Z anz™ + Z Z—;‘
n=0 n=1
+o0o +oo b/
=3 e+ 3
n=0 n=1

Il residuo per g sara —a{ , infatti:

;1 [glydt
a fj;

L t2
1 4; f(z) dz
B B

=— ]f}; f(z) dz = —Res¢(o0)
-y

2mi

Dunque una funzione puo essere analitica all’infinito e avere resi-
duo diverso da zero.

Grazie a questa osservazione possiamo estendere il teorema dei
residui.

Teorema 4.10 (dei residui all’esterno). Sia f una funzione olomorfa su
Q C C connesso e illimitato ad eccezione di n punti isolati z1,...,zn €
z = oo , sia 'y una curva chiusa tale che gli z; siano esterni alla zona
racchiusa da y*, allora:

n
j@ f(z)dz = —ZniZ Res¢(z;) — 2miRes¢(00)
Y i=0
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4.5 LEMMA DI JORDAN

Da questo teorema e dal teorema 4.4 &€ immediato il seguente corol-
lario:

Corollario 4.10.1. La somma dei residui su tutti i punti di singolarita di
una certa funzione f, compreso quella all’infinito, é zero.

4.5, LEMMA DI JORDAN

Il teorema dei residui fornisce uno strumento molto potente per il
calcolo integrale, utilizzabile anche per l'integrazione in campo reale.
Consideriamo per esempio l'integrale reale:

+o0
I= J f(x) dx
—00
Se f & una funzione di cui in generale non sappiamo calcolare 'in-
tegrale nel campo reale, possiamo promuovere f ad una funzione
complessa; avremmo allora:

I= J f(z)dz
Re(z)

in questo caso Re(z) indica tutto 1’asse reale, da meno a pit infinito,
possiamo immaginare di rendere esplicito il passaggio all’infinito in
forma simmetrica tramite il limite

R
[= lim J f(z)dz
R—+0c0 J_R
Grazie alla simmetria del passaggio al limite possiamo ora prende-
re una semicirconferenza Cr centrata in zero e di raggio R tale che
la curva I' = [-R, R] U Cg, percorsa in senso antiorario, sia una curva
chiusa; allora avremmo che

i;r f(z)dz = JRR f(z)dz + JC f(z)dz

Facciamo ora un’ipotesi fondamentale, che tornera utile quando si
dovranno affrontare vari integrali indefiniti, fra cui le trasformate di
Fourier, poniamo:

lim J f(z)dz=0
Cr

R—+c0
allora, se indichiamo con z; tutte le singolarita di f nel semipiano
con parte immaginaria positiva, utilizzando il teorema dei residui
possiamo scrivere

R
[= lim J f(z)dz = lim %f(Z)dZZTEiZReSf(Zj)
—R r .

R—+o00 R—+00
)

Sebbene le ipotesi utilizzate siano piuttosto restrittive, esse si appli-
cano comunque ad un gran numero di casi di grande rilevanza; come
mostra il seguente lemma.
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iy
iR

Figura 4.: Lemma di Jordan

Lemma 3 (di Jordan). Sia f una funzione analitica nel semipiano complesso
superiore, in una regione esterna ad una semicirconferenza di raggio Ro; cioe
f(z) e analitica in Q := {z € C: Im(z) >0 V |z| > Ro}. Inoltre valga

If(z)| > klz|* con «eRF

Quindi, se Cg e una semicirconferenza posta nel semipiano superiore, come
in figura 4, e A & un numero reale positivo, varra che

1 .
lim J —eMdz=0
R—o0 JCy f(Z)

Lemma 4 (Lemma di Jordan: enunciato II). Sia f(z) una funzione
analitica che si annulla all'infinito nel semipiano superiore, cioé

lim f(Re'®) =0, V3 e [0,n]

R—o0

e « un numero reale positivo. Allora si ha

lim J f(z)et*?*dz =0,
Cr

R—00

ove Cr ={z:|z| =R, 0 < arg(z) < 7} é una curva come in figura 4.

Dimostrazione. Iniziamo riscrivendo l'integrale utilizzando la notazio-
ne esponenziale, quindi z = Re'” e dz = Ridde'. Sostituendo
otteniamo

7T

1
f(Rel?)

eiAReWR 4o

7T
1 iAReW p 19 J
- R dd| <
Jo f(Re®) ‘ o

quindi, per le ipotesi fatte in precedenza possiamo maggiorare ulte-
riormente l'integrale, ottenendo

ﬂ R } iARe! do <R T ’ iAR(cos(8)+isin(8J|d9
o [F(Re®)[! S0 o kRl
RJH 1 } iARcosd | ,—ARsind
=—| —J|e ]e dd
k Jo R®
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infine, possiamo notare che il termine e *Rsn(¥) & positivo e simme-
trico rispetto all’angolo di 7t/2. Con questa osservazione l'integrale

diventa
1 /2 )
R1LXZJ ef?\Rsm{) de
k 0

giunti a questa espressione possiamo maggiorare ulteriormente il

termine esponenziale osservando che nell’intervallo [0, 7t/2] si ha:
2
sin(d) > =9
T

cioe,

1T 1 /2 2
‘J e“ldz‘gxﬂ“zj e R0 dd

_l T—xy T —AR
=R gl e
__T AR
_kAR““ ]

ed essendo A e « positivi, I'ultimo termine converge a zero, il lemma
risulta quindi dimostrato. O

E elementare estendere questo lemma al caso in cui A sia un nu-
mero reale negativo, in quanto la dimostrazione ¢ analoga purché si
prenda la semicirconferenza inferiore anziche quella superiore.
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5 ALTRE PROPRIETA DELLE
FUNZIONI

5.1 PROLUNGAMENTO ANALITICO

Definizione 5.1 (Prolungamento analitico). Sia f1 una funzione ana-
litica in Q7 e f; una funzione analitica in Q; taliche Q1N Q) # D e
f1(z) = f2(z) Vz € Q1 N Q;; allora diciamo che f; & il prolungamen-
to analitico di f; in ), o analogamente che f; e il prolungamento
analitico di 7 in Q7.

Esempio 5.1 (Principio di riflessione di Schwarz). Sia f una funzione
analitica su Q = {z e C:zl < 1VIm(z) > 0} tale che f(z) €
R Vz t.c. Im(z) = 0. Ci chiediamo se e possibile prolungare f anche
sull'insieme simmetrico di Q rispetto all’asse reale Q* := {z € C :
zl < 1VIm(z) < 0}.

Siccome f ¢ analitica, f(z) = f(z), quindi f(z) = f(z) Vz € Q; quindi,
I'insieme degli z tali che z € Q e proprio (0%, dunque basta definire

la funzione
flz) zeQ
9(z) =9 —— _
f(z) zeQ

che sara ben definita su tutto Q e Q*.
Ovviamente il discorso si pud generalizzare ad una qualsiasi fun-
zione f che abbia valori reali sull’asse reale olomorfa su un qualsiasi

dominio.

Teorema 5.1 (Unicita del prolungamento). Siano f, f1, f, tre funzioni
analitiche sugli insiemi semplicemente connessi Q, (1, Q, rispettivamente,
tali che

QNOQy #D
QNQ, #0
Qr,NQ; #0
O1NO,NAQ 75@
e f1 e f2 sono il prolungamento di f in Q1 e Q; rispettivamente.
Allora f1(z) =f2(z)Vz € Q1N Q,.
Dimostrazione. Essendo f7 e f il prolungamento di f, allora per ogni
ze QNO1NQ,, f(z) =f1(z) = f2(z). Sia
¢(z) = f1(z) — fa(z)

Allora ¢ & analitica in 7 N Q) essendo composta di funzioni ivi
analitiche; tuttavia sara anche @(z) =0 vz € QN Q7 NQ,, quindi per
il teorema 4.5 @(z) =0Vz € Q1 N Q;; da cui la tesi. O
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Se togliessimo l'ipotesi
QNO1NQy #0

allora il teorema non sarebbe valido, in quanto potrebbe capitare che
fra i tre insieme cada una singolarita, ed essendo dunque f polimorfa
in quel punto, non si potrebbero unire (7 e Q5.

5.2 PROLUNGAMENTO ANALITICO TRAMITE SVILUP-
PO IN SERIE

Sia f(z) = ::ioo an(z —zp)™ una funzione olomorfa sviluppata in
serie di Taylor in () insieme limitato e semplicemente connesso. Sic-
come la regione Q e limitata, questo puo essere dovuto al fatto che:

(i) 0Q sono tutti punti di singolarita, e dunque non & possibile
estendere f al di fuori di Q.

(ii) Le singolarita su 0Q) sono isolate e dunque e possibile estendere
f al di fuori della regione di olomorfia.

Un metodo comodo, dovuto a Weierstrass, per estendere la regione
di olomorfia e centrarsi in un punto vicino al bordo e sviluppare la
funzione in serie all’interno di un disco; se lo sviluppo non incontra
singolarita troppo presto, allora il disco uscira da (), e avremmo cosi
esteso al regione di olomorfia di f.

Questo procedimento puo essere iterato all’infinito con una conca-
tenazione di cerchi di convergenza. Possiamo usare queste semplici
osservazioni per dimostrare il seguente teorema:

Teorema 5.2. Se lo sviluppo in serie di Taylor di una funzione f in un
intorno del punto zo ha raggio di convergenza r finito e r e la massima
estensione del raggio di convergenza, allora f ha almeno una singolarita sul
bordo di equazione |z — zp| = .

Dimostrazione. Se cosi non fosse, si potrebbe usare il metodo di pro-
lungamento visto in precedenza per estendere la zona di olomorfia di
f oltre ogni punto del disco D(zo, ), contro l'ipotesi che r € il massimo
raggio di convergenza della serie. ]

5.3 PUNTI DI DIRAMAZIONE

Abbiamo gia visto nel secondo capitolo che nel campo complesso esi-
stono funzioni che sono naturalmente polidrome, quali i logaritmi e,
di conseguenza, le radici. Notiamo che il termine funzione polidro-
ma é fortemente antitetico, poiché per definizione stessa di funzione
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5.3 PUNTI DI DIRAMAZIONE

I'immagine deve essere unica per ogni valore assunto dalla funzione;
quindi parte della trattazione che seguira sara dedicata a come ri-
condurre queste funzioni polidrome in funzioni vere e proprie. Inol-
tre, proprio perché I'immagine di ogni singolo numero complesso
non e il singleton, una funzione polidroma non potra essere analitica.
Incominciamo con un esempio:

Esempio 5.2. Consideriamo la funzione f : C — C , z — +/z, in
rappresentazione polare possiamo scrivere, come gia visto:

i0+i2km

Vz= Voe Z

clog 10 12K
i i2km
arg(v/z) = —

che chiaramente non & univocamente determinata, infatti la funzione
ha un salto per 6 = 0 tale per cui, fissato p:

ie
f(0 =¢) =\/pe?
i(2t—e) ie
f(0=2n—¢)=pe 2 =—/pez
per cui facendo tendere ¢ a zero nel primo caso, cioe se ci avviciniamo
all’asse reale tenendo la parte immaginaria positiva:

lim f(z) =
i )= Vo

se invece ci avviciniamo mantenendo la parte immaginaria negativa
avremmo:

lim f(z) = —
i e = —vP

Notiamo che questa ¢ lo stesso genere di ambiguita che si ottiene
per radici di funzioni a valori reali.

Inoltre notiamo che la f & una funzione non analitica sia all’infinito
che in zero, poiché in questi punti la derivata & divergente. Queste
singolarita sono pero diverse da quelle incontrate finora, e lo si nota
perché la funzione f non e sviluppabile in zero in serie di Laurent.
Per comprendere meglio cosa accade, calcoliamo:

4r3/2

% f(z)dz=F #0
|z|=Tr

Come ci si attende per un integrale chiuso intorno ad una singo-
larita, il risultato e diverso da zero, tuttavia notiamo che il valore
assunto dall’integrale dipende da 1, e quindi possiamo dedurre che
non esiste una corona circolare centrata nell’origine in cui f & ana-
litica, altrimenti, avremmo che qualsiasi integrale lungo il cammino
chiuso |z|] = r contenuto nella corona circolare avrebbe come valore
Res¢(0), indipendentemente da .

Questi particolari punti di singolarita sono detti punti di diramazio-
ne.
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Definizione 5.2 (Punti di diramazione). Sia f una funzione a valori

complessi, zp un punto nel piano complesso e y un qualsiasi cammi-

no tale che Ind(zg) # 0 (cioé un cammino che racchiuda zy). Diremo
Y

che zy € un punto di diramazione per la funzione se f & polidroma su
Y.

Mostriamo ora il significato di questa definizione con un semplice
esempio:

Esempio 5.3. Analizziamo il comportamento della funzione: f(z) =

VzZ—1=./(z+1)(z—1). Laradice si annullainz=1einz = —1,
prendiamo questi due punti come riferimento per fissare delle nuove
coordinate,
z—1=peth
{z —1 =pjet?2

notiamo che il sistema di coordinate scelto & ridondante, in quanto
contiene quattro parametri; otteniamo cosi:

f(z) = /(z—1)(z+1) = V/p1p2etd1eid2

— \/p] pzei(ﬁ]+ﬁz)+2ik7{

abbiamo dunque i seguenti due possibili valori per la funzione:

(z) = /p1 pze% 91+92)

=M pze% D+9,)+im

Mostriamo ora il comportamento della funzione attorno ai punti +1;
iniziamo col scegliere la determinazione f; della funzione (la scelta
e arbitraria), e percorriamo un cammino chiuso intorno a z = 1 ma
che non giri intorno a z = —1 (possiamo pensare ad esempio ad una
circonferenza centrata in z = 1, di raggio p; = 1). In questo modo,
percorrendo la curva a partire da un qualsiasi punto iniziale sulla
circonferenza si arriva alla seguente determinazione delle variabili:

P1 — P1
P2 = P2
H > +2n
192—)192

Cioe, avendo scelto la determinazione f; per la funzione, otteniamo:

f1(z) = /prpae D192y /prprer P10 — g ()

si passa quindi alla determinazione f,. Abbiamo quindi mostrato
che la funzione e polidroma intorno al punto z = 1, cioé che T & un
punto di diramazione per la funzione f. I Cammini chiusi con i quali
la funzione passa da una determinazione all’altra sono detti cicli di
polidromia. Analogamente si pud mostrare che z = —1 & un’altro
punto di diramazione.
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Per il punto di diramazione all’infinito basta scegliere un percorso
chiuso che giri attorno a tutti i punti di diramazione al finito. Nel
nostro esempio otteniamo:

P1 — P
P2 — P2
3 =0 +2n
¥ = +2n

cioe
f1(z) = prp2ezM1792) 5 /prprer PP T2ml — ¢ (7)

In questo caso abbiamo che un ciclo intorno all’infinito & un ciclo di
monodromia.

La polidromia di alcune funzioni sul piano complesso ci spinge a
cercare una diversa definizione di quest’ultime in modo da evitare
indeterminazioni, questo puo essere fatto a patto di ridurne il domi-
nio di definizione attraverso degli opportuni tagli che impediscano ai
cicli di polidromia di chiudersi.

Definizione 5.3 (di taglio). Si dice taglio una qualsiasi linea sul piano
complesso che connette due punti di diramazione.

La definizione di taglio fornisce un importante aiuto nel superare
la polidromia delle funzioni, infatti ridefinendo il dominio di una fun-
zione ed escludendone un taglio qualsiasi (eventualmente si possono
usare anche una o piti linee che si chiudano all’infinito) la funzione re-
stituisce singoli valori in quanto non & pit1 possibile compiere cicli di
polidromia; a questo punto occorre solamente scegliere una delle pos-
sibili definizioni della funzione, come visto nell’esempio precedente,
per aggirare completamente le difficolta della polidromia e rendere
la funzione analitica.

Definizione 5.4. Chiamiamo valore principale il ramo corrispondente
alla determinazione per cui |arg(z)| < 2.

Le diverse determinazioni su cui e definita una funzione polidroma
possono essere ben separate tramite dei tagli, possiamo allora imma-
ginare di avere tante superfici, ognuna corrispondente ad un piano
complesso, quanti sono i rami della funzione in cui quest’ultima e
monodroma e di connetterle lungo i tagli in modo da avere una cor-
rispondenza non solo biunivoca, ma anche continua, fra i valori della
funzione e le singole superfici. Tali superfici sono dette superfici di
Riemman.
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Figura 5.: Superficie di Riemman per il logaritmo
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Spazi di Hilbert
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é; LA MISURA DI LEBESGUE

Lo scopo di questa sezione e presentare la teoria e le applicazioni
degli spazi di Hilbert. Uno dei principali esempi di questo tipo di
spazi & quello delle funzioni integrabili secondo Lebesgue su R™, per
questo motivo inizieremo con un capitolo introduttivo presentando
la teoria della misura di Lebesgue.

6.1 INTRODUZIONE

Verso la fine del diciannovesimo secolo incomincio a essere chiaro
a molti matematici che l'integrazione secondo Riemman dovesse es-
sere rimpiazzata da un integrale piu flessibile, capace di trattare i
processi al limite in maniera piti rigorosa; fra le varie proposte fu
la costruzione di Lebesgue quella che ebbe piti successo. In breve,
possiamo dire che l'integrale di Riemman su un intervallo [a, b] puo
essere approssimato tramite una sommatoria del tipo

ove Eq,...,Ey sono intervalli disgiunti tali che [ Ji"; E; = [a,b], m
e la misura degli E; e x; € E;i. Lebesgue scopri che si poteva otte-
nere una teoria di integrazione pit generale se gli E; appartenevano
ad una classe pitt generali di insiemi, detti insiemi misurabili, e se f
apparteneva ad una classe di funzioni detta di funzioni misurabili.

Il punto cruciale della teoria di Lebesgue & che l'unione di ogni

famiglia numerabile di insiemi misurabili e a sua volta misurabile, e
che

m(EUE UE3U...) =m(E;) +m(E2) + m(E3) +...

a patto che gli {E;} siano disgiunti. Questa proprieta e detta nume-
rabile additivita, ed e una propieta di cui non godeva l'integrale di
Riemman.

Noi tratteremo nel dettaglio l'integrazione di funzioni da R in R,
anche se la teoria puo essere ampliata agli insiemi misurabili'.

1 Gli insiemi su cui & possibile definire una o-algebra
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6.2 | FONDAMENTI DELLA TEORIA

Definizione 6.1. Sia [a,b] C R, chiamiamo funzione caratteristica, o
funzione indicatrice, di [a, b], la funzione:

1 x€lab]
Xlaol = x ¢ [a,b]

Definizione 6.2. Una funzione f : [a,b) — R si dice a gradini se
puo essere scritta come combinazione lineare finita di funzioni ca-
ratteristiche sugli intervalli [a;, b;) tali che U]TL:1 [aj, b;5) = [a,b); in

formule:
n
f= Z Aj Xlaj,b5)
j=1

Come si nota la definizione di una funzione a gradini dipende da
come si decide di ripartire l'intervallo [a, b), tuttavia esiste una par-
tizione naturale, cioé¢ quella che considera gli intervalli [a;, b;) sepa-
rati dai punti di discontinuita di f. Quando f e scritta secondo tale
ripartizione diciamo che e scritta nella sua rappresentazione base.

Osservazione 6.1. Le funzioni a gradini godono delle seguenti evidenti
proprieta:

(i) L'insieme delle funzioni a gradini forma uno spazio vettoriale su
R rispetto alla somma di funzioni e al prodotto di una funzione
per uno scalare.

(ii) L'insieme delle funzioni a gradino e chiuso rispetto alle trasla-
zioni; vale a dire, se T, € l'operatore di traslazione

(t2f)(x) = f(x —z)

ed f & una funzione a gradini, allora (T.f) & una funzione a
gradini.

(iii) Se f e a gradini, allora |f| & a gradini.

Definizione 6.3 (Integrale di una funzione a gradini). Sia:
n
f= Z A Xlai;1aq]
i=0

una funzione a gradini, diciamo integrale di f la quantita:
n
Jf =) Nilaiyr —ai)
i=0
L'integrale di una funzione a gradini gode delle seguenti semplici
proprieta:

Proposizione 6.1. Siano f e g due funzioni a gradini, allora:
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(i)
J(ocf—i—Bg) :och—l-BJg

(i) Sef<g
(ii)

(iv) Vze R

J(Tzf) = Jf

Dimostrazione. Dimostriamo come esempio solo la (ii). Siano {ci} i
punti di discontinuita sia di f che di g, allora possiamo scrivere

n
f = Z (Xi X[Ci+1 701]
i=0

n
g= Z Bi Xlcis1—ecil
i=0

Per ipotesi, su ciascuno di questi intervalli abbiamo a; < (33, da

cui: n
Jf = Z ai(Cip1 —ci) < Z Bilcit1 —ci) = JQ
izo

i=0
Cioe la tesi.
O

Grazie alla teoria delle funzioni a gradino, siamo in grado di ri-
formulare, senza alterarne il significato, la definizione di integrale
secondo Riemman:

Definizione 6.4 (Integrale di Riemman). Sia f : [a, b] — R una funzio-
ne limitata, se per ogni s e t funzioni a gradini tali che

s(x) < f(x) <t(x) Vxe€la, bl

b b
J s<I<J t

a

Allora diciamo che f € Riemman integrabile su [a, b] e poniamo:

b
I::J f
a

Diamo ora la definizione di integrale di Lebesgue, che, come si
notera, & immediatamente estendibile a domini illimitati.
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Definizione 6.5 (Integrale di Lebesgue). Sia f : R — IR, allora diciamo
che f e integrabile secondo Lebesgue se esiste una succesione {fy } di
funzioni a gradini tali che:

(i)

+00

Z J ‘fn‘ < 400
n=0
(i)
+o0o +o0o
fx) =) fa(x) Vxte ) [fa(x)] <+oo
n=0 n=0
In tal caso poniamo:
400
£
n=0

D’ora in avanti, se non sara specificato altrimenti, ogni funzione
integrabile sara intesa come Lebesgue-integrabile, inoltre lo spazio
delle funzioni reali integrabili secondo Lebesgue sara indicato con
L*(R).

Se abbiamo trovato una successione di funzioni {fy} tale per cui
valgono le ipotesi della definizione 6.5, scriveremo in breve:

Il significato di tale espressione verra chiarito in seguito.
Enunciamo alcune proprieta dell’integrale di Lebesgue, che rendo-
no la definizione di integrale una definizione ben posta.

Teorema 6.1. Sia f~ 5 ' f,, e f >0, allora:

[r=0

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema, di per sé intuiti-
vo, viene tralasciata.
t

Teorema 6.2. Se f~ Y % fnef~3 "= g, allora:

+oo +oo
5 f= 5o
n=0 n=0

Dimostrazione. Per le ipotesi:

+00
O:an—gn
n=0
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per il teorema precedente abbiamo che:

+o00 +o0

> |3 fanzo

n=0 n=0

Tuttavia essendo anche

+o0o
0~ Zgn—fn
n=0

vale che
+o0 +o00
Jgn‘_ an;ZO
n=0 n=0
Da cui
+o0 +o0o
for £ -
n=0 n=0
O
Teorema 6.3. Sia f ~ ifo fn , allora anche [f| é integrabile e
+o00
‘H <[m< 3 [l
n=0
Dimostrazione. Sia N
Sn:::Z:fi
i=0
allora Vx t.c. :ioo Ifh] < +oo
f= lim s, e |fl= lim |[sq]
n—-+oo n—-+oo
o equivalentemente
fl = Is1l+ (Is2l = Is1]) + (Is2] —Is3]) + ...
Definiamo g, := [sn|—Isn_1] € go = 0; & immediato notare che

quieste sono tutte funzioni a gradino e

“+o00
If] = 2:_gn
n=0

Inoltre poiche gn < |sn — sn—1| = [fn| avremo che
“+o00 +o00
> [on< X it
n=0 n=0

Per cui |f] ~ Z:ioo gn sullo stesso insieme su cui abbiamo che
f~) —ofne

+00 +o0 +o00

Hf‘ =Han <[ X o = [111< X [ital
n=0 n=0 n=0
Che completa la dimostrazione. O
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Teorema 6.4. Sia f € L*'(IR), allora Ve > 0 3{fn} successione di funzioni a
gradino tali che

+00 +00

f~ an e Zj|fn|§J|f|+s

n=0 n=0

Dimostrazione. Sia f ~ Y % gn, ove {gn} & un’albitraria espansione
di f; per costruzione deve esistere no € N tale per cui

+o00

> lgn<3
2
n=ngp+1
allora
+o00
[1g0-++++gml= 3= [lgal < 1
n=no+1

Definiamo fo = go+ -+ gn, € fn = gn,+n—1; Ovviamente f ~
2% fn e per la disuguaglianza precedente

—+00 —+o00
Zj|fn|:j|go+~-+gm|+ ) j|gn|<
n=0 n=ng+1
+o0
<|m+z ¥ flgnl< |+
n=ng+1

O]

Cerchiamo ora di estendere la definizione di funzione integrabile
secondo Lebesgue a serie di funzioni integrabili.

Definizione 6.6. Sia f : R — R e sia {f,} C L*(R), se:

(i)

+

3

Jlfnl < 400
n=0
(ii)
“+o0 +0o0
Z fnlx) =f(x) ¥YxeR tc Z Ifnl < +oo
n=0 n=0
allora f ~ 3 % f,

Verifichiamo che la definizione appena data ha lo stesso significato
della 6.5 .

Teorema 6.5. Se f ~ 5 "% f,,, con {f,} C L*(R), allora f ¢ integrabile e
+o0

-]

n=0
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Dimostrazione. Siccome ogni f,, & integrabile esistono {fy, x}, succes-
sioni di funzioni a gradini tali che:

“+o00
fn ~ Z fn,k
k=0

Per il teorema 6.4 possiamo scegliere la successione {fy, x} in modo

tale che
+o0

> [l a2

k=0
Allora si puo scrivere

400 +00 +00
EPIED NS
n=0 n,k=0 m=0

con {hy, } funzioni a gradino. La serie 3, °° h,, converge perché, per
ipotesi:

+o0 400
Z [fn| < 400 evn Z [fn k] < 400
n=0 k=0

Inoltre si puo osservare che:

+00 +00

> [l = X [t

m=0 n,k=0

< :Z: <J|fn| +2—“>

che é limitato per ipotesi. Possiamo allora dire che f ~ h,;,, e dunque:

“+o00 “+00 “+00

R

che & la tesi. O

Definizione 6.7 (Funzione nulla). Sia f : R — R una funzione inte-
grabile. Diremo che f & una funzione nulla se flfl =0.

Dalla definizione si evince direttamente che la funzione identica-
mente nulla e solo un caso particolare, ma non 'unico, di funzione
nulla.

Teorema 6.6. Se f é una funzione nulla e |g| < If|, allora g é una funzione
nulla.

Dimostrazione. Osserviamo che basta dimostrare che
g~ |fl+I[f[+...

Infatti, essendo f una funzione nulla, ovviamente: [|f|+ [|f|+ -+ =
0 < +oo. Inoltre se la serie delle f(x) + f(x) 4 ... converge assolu-
tamente per qualche x € IR, allora necessariamente f(x) = 0. Ma
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dall’ipotesi che |g| < |f| varra anche: g(x) = 0. Quindi per ognuno di
questi x abbiamo: g(x) = f(x) +f(x)+....

Sono quindi soddisfatte le condizioni della definizione 6.5 e cioe
vale I'uguaglianza scritta sopra, dalla quale ricaviamo che g ¢ integra-
bile e ovviamente [|g| = 0. O

Se f @ tale che [|f| =0, e poiche f < [f|, abbiamo come conseguenza
immediata di questo teorema il seguente corollario:

Corollario 6.6.1. Una funzione nulla e sempre integrabile.

Definizione 6.8. Date due funzioni f e g diremo che f & equivalente

agse
Jlf—glzo

Osservazione 6.2. E immediato verificare che la relazione definita so-
pra e effettivamente una relazione di equivalenza. Inoltre possia-
mo osservare che se g = 0 e la funzione identicamente nulla, una
qualsiasi funzione nulla f & equivalente alla funzione g.

e scriveremo f =~ g.

Grazie alla relazione di equivalenza appena definita possiamo di-
videre lo spazio L'(R) delle funzioni integrabili (secondo Lebesgue)
in classi di equivalenza. Ad ogni classe corrisponderanno tutte le
funzioni equivalenti ad una funzione data, rappresentante la classe.
Possiamo quindi dare la seguente definizione.

Definizione 6.9. Definiamo £'(R) = {[f] : f € L'(R)}, dove [f] indica
le classi di equivalenza rispetto alla relazione definita dalla 6.8.

63 FUNZIONI LOCALMENTE INTEGRABILI

Abbiamo gia definito I'integrale secondo Lebesgue di una funzione su
tutto l'intervallo reale. La generalizzazione ad un intervallo qualsiasi
e facilmente realizzabile grazie alla funzione caratteristica introdotta
nella definizione 6.1.

Definizione 6.10. Sia f : R — R una funzione e [a,b] C R un
intervallo reale. Definiamo integrale di f su [a, b] come:

b
J f:Jf'X[a,b}
a

In altre parole l'integrale fz f equivale all’integrale della funzione
che vale f su [a, b] e zero altrove.

Teorema 6.7. Sia f € L'(RR) allora f ¢ integrabile su qualsiasi intervallo
limitato [a,b] C R.
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Dimostrazione. Prendiamo f ~ f; +f; +..., e definiamo per n =
1,2,...

(x) = fn(x) sex € [a,b]
InX¥) =10 altrove

allora ¢ immediato verificare che f- x4 p) ~ 91 +9g2+.... O

L’inverso del teorema in generale non e vero, per esempio per quan-
to riguarda la funzione costante f = 1, l'integrale fz f esiste per ogni
—c0o<a<b<+4oomaféL'(R).

Definizione 6.11 (Funzioni localmente integrabili). Sia f : R — R
una funzione. Diremo che f ¢ localmente integrabile se fz f esiste per
qualsiasi —oo < a < b < +o00.

Lo spazio delle funzioni localmente integrabili su [a, b] viene indi-
cato con L' ([a, b))

Osservazione 6.3. L' (R) & un sottospazio dello spazio delle funzione
localmente integrabili.

Teorema 6.8. Siano f, g funzioni localmente integrabili, allora il loro pro-
dotto f - g é localmente integrabile.

64 UGUAGLIANZA QUASI OVUNQUE

Definizione 6.12. Una funzione |-|| : L'(R) — R con le seguenti
proprieta:

(i) ||If]] = 0e ||f|| =0 se esolosef~0.
(i) [[AF] = [AI[£]]

(iif) [+ gll < [Ifl + gl

si dice norma su L.

Definizione 6.13. Chiamiamo norma standard su L' la funzione ||f|| =

JIfl.

La dimostrazione che questa funzione e effettivamente una norma
¢ molto semplice ed ¢ lasciata per esercizio.

Definizione 6.14. Dato un sottoinsieme M C IR, diremo che M & un
insieme di misura nulla se la sua funzione caratteristica & una funzione

nulla, vale a dire
J|XM| = JXM =0

A partire da questa definizione otteniamo una immediata conse-
guenza riguardante gli insiemi di misura nulla.
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Teorema 6.9. Un qualsiasi sottoinsieme di un insieme di misura nulla é a
misura nulla.

Dimostrazione. Se cosi non fosse si potrebbe scrivere 1'integrale di xm
come somma di integrali non tutti nulli, assurdo. O

Osservazione 6.4. Un punto € un insieme a misura nulla, una qualsia-
si unione finita di punti & a misura nulla. Inoltre, anche un insieme
formato un’infinita numerabile di punti ¢ a misura nulla. Cionono-
stante esistono anche insiemi a misura nulla formati da un’infinita
non numerabile di punti.

Definizione 6.15 (Uguaglianza quasi ovunque). Siano f, g funzioni
reali. Se l'insieme Z = {x € R : f(x) # g(x)} € un insieme a misura
nulla, allora diremo che f = g quasi ovungque e scriveremo

f=g qo.
Teorema 6.10. f = g g.0. se e solo se [|f —g| =0

Dimostrazione. (=) Se f = g q.o. allora I'insieme Z dei punti in cui
f(x) # g(x) & a misura nulla, cioe [xz = 0. Mostriamo che
If —gl ~xz+xz+..., infatti:

(i)
+
Z JXZ < +00
n=0
(ii)
+o00
f—gl=> xz "eR\Z
n=0

Inoltre ¥x € R\ Z abbiamo che |f — g|(x) = 0 per ipotesi, quindi:

+o00

J|f—9|= ZJXZ:O

n=0

(<) Sia Z ancora l'insieme delle x per cui f(x) # g(x), allora &
immediato verificare che:

Xz~ [f—gl+f—gl+...

Quindi:
+oo
JXszz f—gl=0
n=0
dunque Z & un insieme a misura nulla. O

Corollario 6.10.1. Una funzione é una funzione nulla se e solo se e uguale
alla funzione identicamente nulla quasi ovunque.
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Osservazione 6.5. Se f = g q.o. allora:

Hf_Jg‘—Hf—gléjlf—g|_o

quindi abbiamo che [ f= [g.
Dunque partendo dal valore dell'integrale non si puo risalire alla
funzione ma al piu alla sua classe di equivalenza.

Esempio 6.1. La funzione di Dirichlet:

1 se x€Q
f(x)_{o se xel

€ uguale a zero quasi ovunque, quindi:

Jf:O

Si ricorda che la funzione di Dirichlet non ammetteva integrale
secondo Riemman.

Teorema 6.11. Sia f ~ Y "=, f,, e sia:

+o00
Z:= {x eR: Z Ifa(x)] = +oo}

n=0

allora Z ¢ un insieme a misura nulla.

Dimostrazione. f & ben definita in R \ Z; in questo insieme di punti:
+oo
f+xz >~ Z fn
n=0
quindi:
+o00
Jf+xz:Jan:Jf
n=0

da cui
JXZ =0 O

65 CONVERGENZA DI SUCCESSIONI

Come abbiamo visto per la teoria dell’integrale di Lebesgue si e ri-
velato piu utile utilizzare il criterio di uguaglianza quasi ovunque
piuttosto che quello di uguaglianza di funzioni, analogamente avre-
mo 1'utilizzo dello stesso concetto per la definizione di convergenza
di successioni.
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Definizione 6.16. Diremo che una successione {f,} converge a f quasi
ovunque, e scriveremo

fn—f qo.per n — +oo

se frn(x) — f(x) per n = +o00 Vx € R\ Z ove Z & un insieme a misura
nulla.

La convergenza quasi ovunque gode delle seguenti proprieta:
(i) Se fn, = f qg.o. allora

My — Af qo. VA€ R

(ii) Se fn = f q.0. e gn — g q.o. allora

fn+gn — f+g q.o.

(iii) Se fn — f g.o. allora

[fnl = [f| q.o0.
Teorema 6.12 (Unicita del limite di funzioni). Sia {f,,} una successione
tale che f,, — f g.0. , allora f, — g q.0. se e solo se g =f q.o.
Dimostrazione. (<) Siano

A ::{x eER:fr(x) » f(x)}
B ::{x eR:f(x) # g(x)}

Per ipotesi A e B sono insiemi a misura nulla quindi anche A UB
€ un’insieme a misura nulla, e dunque

fn — g g.o.
(=) Siccome
fn -fqo. e fn,—g q.o.
O=fn—fn—+f—g q.o.

Cioe f =g q.o.
O

Oltre alla convergenza quasi ovunque esiste un altro criterio per la
convergenza di funzioni:

Definizione 6.17 (Convergenza in norma). Sia {f,} C L'(R), diremo
che {f,,} converge a f in norma, e scriveremo

fn — f in. per n — +o0

se Ve > 03N tc. ¥n > N abbiamo |[f, —fl| < ¢, secondo la
definizione di norma 6.13.
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Si puo verificare che anche per la convergenza in norma valgono le
stesse proprieta elementari viste per la convergenza quasi ovunque.

Proposizione 6.2. Se f, — f i.n. ,allora [T, — [ f

an—H < [ttn =11 =l =1

che tende a zero per ipotesi. O

Dimostrazione.

Viene naturale chiedersi se fra i due criteri di convergenza proposti
esiste una qualche relazione. Senza altre ipotesi, la risposta a tale
domanda e negativa, come mostrano i due esempi seguenti.

Esempio 6.2. Sia

1 _
M v x € [-n,n]
0 altrimenti

Siccome fn(x) = 0 Vx € R possiamo dire che f, — f = 0 quasi
ovunque, quindi la successione converge quasi ovunque, tuttavia

mn
1
||fn—f||=J|fn—f|=J = 2vm
_n /M

che e chiaramente divergente. Quindi la successione non converge in
norma.

Esempio 6.3. Sia

(o1 se 2T <n<2f, xe [5 — 1, 55 1]
0 altrimenti

Abbiamo dunque

£ 1 xel0,1]

' 70 altrimenti
£ - 1 xel0,1/2]
2710 altrimenti

0 altrimenti

fg—{] x € [1/2,1]

Allora

n+1 -

=] 1
J|fn|:J2 1dx:2k71—>0 per n — +oo
n__q

2k—1

poiché k — +oo per n — +oo. Quindi {f,} convergera in norma alla
successione identicamente nulla, tuttavia non potra mai convergere
quasi ovunque, poiché per ogni valore di n f,, & non nulla su un
intervallo, che & un insieme a misura non nulla.
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Dunque i due criteri di convergenza sono in generale distinti e indi-
pendenti, possiamo renderli equivalenti con delle ipotesi aggiuntive.

Lemma 5. Sia {f,} ¢ L'(R). Se Iiﬂ [Ifnl < 400, allora esiste una
funzione integrabile f tale che f ~ f1 +f, +....

Teorema 6.13. Sia {f,} C L'(R) una successione, e 3 %, [|fn| < 400
allora la serie Y%, £, = f converge quasi ovunque.

Dimostrazione. Per il lemma precedente esiste una funzione f € L'(R)
tale che f ~ 5 % f,,. Cio significa che f(x) = 3 % fn(x) per ogni
x tale che 3 "% |fn (x)] < +oo.
Possiamo ora mostrare come l'insieme dei punti in cui la serie
ifolfn(x)\ non converge assolutamente sia un insieme di misura
nulla. Infatti sia ¥ la funzione caratteristica di tale insieme, allora

g~ fi—f1+f—f+..., e quindi

fofofo-frefu-furmo

Corollario 6.13.1. Se f~ 5 =, f,, alloraf =3 1%, fq. 0.

Teorema 6.14. Sia {f,} C L'(R) tali che :{Z’O [Ifnl < +oo. Allora

T fn="f go.seesolosey "X fn =f in.

6.6 PRIMITIVA DI UNA FUNZIONE

per completare la trattazione dell’integrale di Lebesgue per funzioni
a valori reali trattiamo sommariamente il concetto di primitiva di una
funzione.

Teorema 6.15. Sia f € L'((a,b)) con (a,b) C R, allora Vc € [a,b] la
funzione

F(x) := J: f

e continua in (a,b) e ammette limite finito agli estremi dell intervallo.

Teorema 6.16. Sia f e F come sopra, se f e continua nel punto xo € (a,b)
allora F e derivabile in xg e

F'(x0) = f(xo0)

Definizione 6.18. Sia f € L' ((a, b)) con (a,b) C R. Se f & continua in
un intervallo I C (a, b), allora chiamiamo primitiva di f la funzione

per ogni valore x € I e Vc € [a, b].
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67 GENERALIZZAZIONE DELL INTEGRALE DI LE-
BESGUE

Ogni teorema visto in questo capitolo puo essere generalizzato facil-
mente a funzioni f : R — C cambiando la definizione di integrale a
gradino, che sara una funzione f del tipo

+o0
f= Z Anx[an/bn)
n=0

con A, € C e [an,bn) C R. Ricordandoci che e possibile scrivere
f(x) = u(x) +iv(x), enunciamo il seguente teorema, di cui non viene
fornita la dimostrazione.

Teorema 6.17. La funzione f come sopra é integrabile se e solo se w e v sono
integrabili e
[r=fusi]s

Proviamo ora ad estendere il concetto di integrale di Lebesgue per
funzioni f : R™ — RR(C). In questo caso e necessario ridefinire il
concetto di intervallo semiaperto I C R™ su cui opera una funzione a
gradini, che assumera la forma:

I = [a1/b1) X [a2/b2) X X [an/bn)
Avremo che x € Iseesolose x; € [aj,b;) Vi=1,...,ne
m(I) = (b1 _(11)' ’(bn_an)

Infine diremo che f € LT(R™) se

Jf:Jdm dez...Jf(X)an

ove ogni singolo integrale indica l'integrale di Lebesgue su IR come
gia visto.

Definizione 6.19. Indichiamo con LP(IR™) le funzioni f : R™ — R(C)
tali che

J'|f|p < 400

Se e vale la definizione diremo che la funzione & p-integrabile.
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7 SPAZI TOPOLOGICI, METRICI E
DI BANACH

7.1 SPAZIO TOPOLOGICO

Definizione 7.1 (Topologia). Sia X un insieme, una topologia & una
famiglia di sottoinsiemi T tale che:

G) 1X,0) € .
(ii) Se X D{Aq,...,An}etallora)i_; A €T
(iii) Se X O {A;} € 7, allora U;"? Aj et

Esempio 7.1. Consideriamo il caso in cui X = IR e 7 sia l'insieme degli
intervalli aperti su R, allora

(i) R € T e, per definizione dell’insieme vuoto, §) € T.

(i) Se (aj,b1),...,(an, bn) € T, allora (i~ (ai, by) € 1.

“+o00o
i=1

(iii) Se {(ai, bi)} € T allora (ai,by) €T

Quindi T & una topologia, ed e detta topologia standard su R.
Notiamo che in generale ({°}(a;, bi) non & un elemento della topo-
logia T definita come sopra, infatti se pendiamo by =1+ 1 e a; = 1

T 7
allora
+o0

N1+ =01

i=1
Definizione 7.2 (Spazio topologico). Se su X e possibile definire una

topologia T diremo che la coppia (X, T) € uno spazio topologico.

Definizione 7.3. Sia (X, T) uno spazio topologico, vengono detti aper-
ti di X I'insieme della parti di 7.

Per come é stata definita, possiamo notare che su un insieme sara
possibile in generale definire pit di una topologia.

Esempio 7.2. Prendiamo X = R, come visto nell’esempio precedente
e possibile definire su R la topologia standard formata da tutti gli
intervalli aperti; & perd immediato verificare che anche

11 :={ICR:I=(—a,b)conabeR"}

€ una topologia su R, che non presenta elementi disgiunti.
Infine anche T, := {RR, )} & una topologia su R, detta topologia grossa.
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Definizione 7.4 (Insieme chiuso). Sia (X, T) una topologia, un sottoin-
sieme A C X & chiuso se A€ € T.

Nonostante questa definizione, un sottoinsieme non € univocamen-
te definito come aperto o come chiuso, infatti gli insiemi X e () sono
aperti per la definizione 7.1, perd X¢ = (), e dunque X & chiuso, e
P¢ = X, quindi () & un chiuso.

Proposizione 7.1. Siano A; degli insiemi chiusi nello spazio topologico
{X, 7}, allora ;25 Ay e U1 Ay sono ancora degli insiemi chiusi.

Grazie alla definizione di topologia e di insieme aperto e possibile
separare gli elementi di X, da qui sara possibile introdurre il concetto
di punto di accumulazione, limite e continuita.

Definizione 7.5 (Intorno di un punto). Sia (X, T) uno spazio topologi-
co e sia x € X diciamo che U(x) & un intorno di x se contiene almeno
un elemento di T contenente x.

Indicheremo con .#(x) l'insieme di tutti gli intorni del punto x. Se
I'intorno U(x) & esso stesso un elemento di T, allora viene detto intorno
aperto.

Definizione 7.6 (Punto interno). Sia (X, T) uno spazio topologico e
sia A C X; diciamo che un punto x € A e interno ad A se 3U(x) tale
che U(x) C A.

D’ora in avanti indicheremo l'insieme di tutti i punti interni di un
sottoinsieme A con A°.

Teorema 7.1. Sia (X, T) uno spazio topologico, allora le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

(i) Aet
(ii) Sex € A = A € .7 (x).
(iii)) A =A°
(iv) Vx € A FU(x) t.c. U(x) C A

Definizione 7.7 (Punto di accumulazione). Sia (X, T) uno spazio topo-
logico e sia A C X, diremo che xo € X & un punto di accumulaizone
di A se VU(xp) Ix #x0 € ANU(xo).

L'insieme dei punti di accumulazione di A verra indicato con A’.
Si puod dimostrare che se A, B C X, allora:

(i) Se A C Ballora A’ C B'.
(i) (ANB) CA’NB’.

(iii) (AUB)’ = A’ UB’
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Teorema 7.2. Sia (X, T) uno spazio topologico, A C X. Allora le segquenti
affermazioni sono equivalenti

(i) A é chiuso;
(ii) A’ CA;

Dimostrazione. e (i) = (ii) Supponiamo che A sia chiuso e prendia-
mo un punto x € A°. A€ e un aperto, quindi esiste un intorno
U(x) che non contiene punti di A. Per questo motivo necessa-
riamente x non pud essere di accumulazione per A e quindi

A’ CA.

e (ii) = (i) Siaora A’ C A e sia x un punto di A€. Per ipotesi x non
e di accumulazione per A, cioe esiste un intorno U(x) che non
contiene punto di A, diverso da x. Dato che x & contenuto in A€

allora U(x) C A€, e cioe A€ e aperto. Da questa osservazione
discende la tesi. O

Corollario 7.2.1. Se A é un sottoinsieme di uno spazio topologico tale che
A’ =0, allora A ¢é chiuso.

Da questo corollario otteniamo immediatamente un’osservazione
riguardante gli insiemi con un numero finito di punti. Infatti dalla
definizione di punti di accumulazione sappiamo che se A & un in-
sieme con un numero finito di punti, necessariamente dovra essere
A’ =10, e quindi A & chiuso.

Definizione 7.8 (Chiusura di un insieme). Sia (X, T) uno spazio to-
pologico, e A C X. Chiamiamo chiusura di A l'insieme A = A° U
Al

Ovviamente, dal teorema dimostrato precedentemente otteniamo
che A e un insieme chiuso.

Definizione 7.9 (Insieme denso). Un sottoinsieme A di uno spazio
topologico (X, T) & detto denso in X se A = X.

Definizione 7.10 (Spazio topologico di Hausdorff). Uno spazio topo-
logico (X, T) e detto separabile (o di Hausdorff) se Vx,y € X, x #y,
JU(x), V(y) intorni tali che U(x) N V(y) = 0.

Osservazione 77.1. Notiamo che le proprieta dello spazio topologico
dipende dalla topologia scelta, infatti se prendiamo in considerazioni
le topologie su R dell’esempio 7.2 abbiamo che la topologia standard
T & di Hausdorff, mentre le topologie 11 e T2 sono non separabili.

Definizione 7.11 (Convergenza di successioni). Sia (X, T) uno spa-
zio topologico sia {xn} C X una successione, allora diremo che la
successione converge a x € X se VU(x) IN t.c. Vn > N x,, € U(x)
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Definizione 7.12 (Continuita di funzioni). Siano (X, tx) e (Y, Ty) due
spazi topologici. Sia f : X — Y una funzione. Diremo che f e continua
se VO € Ty la sua controimmagine

f71(9) € 14

Definizione 7.13 (Base di intorni). Sia x € X un punto di uno spazio
topologico (X, ). Diremo che un qualsiasi insieme di intorni B(x) C
#(x) & una base di intorni di x se VV(x) € #(x) IU(x) € B(x) tale che
U(x) C V(x).

Se la base di intorni & numerabile Vx € X diremo che X e primo
numerabile.

Dalla definizione di base di intorni possiamo giungere ad un ulte-
riore criterio per stabilire se un generico insieme A ¢ chiuso.

Teorema 7.3. Dato A C X sottoinsieme di uno spazio topologico (X, T),
allora se A é chiuso allora contiene tutti i punti limite delle sue successioni
convergenti.

Inoltre se X e primo numerabile, allora dato A C X, se ogni successione
convergente in A ha limite in A, allora A é chiuso.

7-2 SPAZI METRICI

Definizione 7.14. Una funzione d : X x X — [0, 400) definita su un
insieme X # () & detta metrica su X se gode delle seguenti proprieta:

(i) Vx,ye X d(x,y)=0seesolosex=y;
(i) Vx,yeX dlxy)=dly,x);
(iii) Vx,y,z e X d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
La coppia (X, d) e detta spazio metrico.

Definizione 7.15. Sia (X, d) uno spazio metrico, e siano x € X,r > 0.
Si definisce intorno (o sfera) di x di raggio r l'insieme

I[(x,7) ={y € X:d(x,y) <1}

Osservazione 7.2. In uno spazio metrico (X, d), I'insieme delle sfere
aperte genera una topologia su X. Quindi, assegnato un generico
spazio metrico, potremo trovarne una topologia; quindi uno spazio
metrico & anche topologico.

Definizione 7.16. Sia (X, d) uno spazio metrico e {x,, } una successione
a valori in X. Diremo che la successione {xn,} & convergente ad xo € X
se

Ve>0 IN:Vn>N dxn,x) <e

72



7-3 SPAZI DI BANACH

Osservazione 7.3. Si puo notare che in uno spazio metrico ogni succes-
sione convergente ¢ di Cauchy.

Il seguente teorema mette in evidenza come uno spazio metrico sia
sempre uno spazio topologico di Hausdorff, cioe separabile.

Teorema 7.4. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano x,y € X. Allora esiste
T > 0 tale che
I(x,r)NI(y,r)=0

. . . 1 . .
Dimostrazione. Poniamo 1 = gd(x,y). Sia z € I(x, 1) e valutiamone la

distanza da y. Abbiamo
3r=d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) =r+d(y,z)

cioe d(y,z) = 2r e quindi z ¢ I(y, 7). O

7.3 SPAZI DI BANACH

Definizione 7.17. Uno spazio vettoriale dotato di una norma e detto
spazio normato

Osservazione 7.4. Ogni spazio normato ¢ anche uno spazio metrico,
ove la distanza fra punti e definita come

d(x,y) =[x —yll

Definizione 7.18 (Spazio di Banach). Uno spazio normato si dice com-
pleto se ogni successione di Cauchy e anche convergente. Uno spazio
normato completo si dice di Banach.

Definizione 7.19 (Successione assolutamente convergente). Una suc-
cessione {xn} & detta assolutamente convergente se la successione
{Ilxn |} converge in IR.

Esiste un comodo criterio per determinare se uno spazio normato
e di Banach.

Teorema 7.5. Uno spazio normato (X, || -|) é di Banach se e solo se ogni
successione convergente e assolutamente convergente.

Definizione 7.20. Definiamo spazio 1P, per p > 1, lo spazio di tutte
le successioni {zn } di numeri complessi tali che } 7 ,lzn|P < 0.
7.3.1  Esempi di spazi di Banach

Daremo in questa sezione alcuni esempi di spazi di Banach, ma inizie-
remo introducendo due disuguaglianze necessarie alla dimostrazione
delle proprieta degli spazi normati che introdurremo.
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Lemma 6 (Disuguaglianza di Holder). Sia (X, d) uno spazio metrico,
1T 1

p = 1eq > 1 coniugati, cioé tali che 5+E =1 Sef e LP(X)e

g € L9(X), allora (f-g) € L'(X) e

1

o [yl o]

Lemma 7 (Disuguaglianza di Minkowski). Sia (X, d) uno spazio metrico
esiap = 1esiano f,g € LP(X), allora

(o) <) ()

Siccome le disuguaglianze 7 e 6 valgono per ogni spazio metrico,
anche per gli insiemi infinito numerabili, gli integrali nelle formule
possono diventare delle sommatorie; in questo caso la disuguaglianza

di Holder sara scritta
1

+o0 +o0 % +o0 q
D lonBnl < (Z |ocnp> (Z mm)
n=0 n=0 n=0
ove {an | e {n} sono successioni in X a valori in R e p e q coniugati.
Anche la disuguaglianza di Minkowski puo essere scritta in termini
di sommatorie nel modo seguente:

+oo % +o0 % +oo %
( > o+ M’) < <Z |cxn|P> + ( > |Bn|P>

n=0 n=0 n=0
Spazi C™ e R™
Consideriamo ora la norma su C™ ( o in maniera equivalente su R™)
definita come segue: se z = (z1,...,zn) € C™ poniamo

1
1zl == (lz1P +--- 4+ |zalP)? conp >1

Grazie alle disuguaglianza di Minkowski 7 &€ immediato verificare
che

1

. '
Iz +wllp =<Z|zi+ww>

i=1

n 5 n 5
<( Zw) n ( Zw)
i=1 i=1

=llzllp +[wllp

Le altre due proprieta della norma sono banali. Si pu6 inoltre dimo-
strare che C™, e anche R™, in quanto completi, sono spazi di Banach
con questa norma. Lo stesso vale per la norma infinito sempre su C™
e definita come segue:

Xlloo = sup [xn| < +c0 x € C™
n
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Spazi 1P

Passiamo ora agli spazi IP definiti dalla 7.20. Si puo dimostrare che
P & uno spazio vettoriale rispetto alla somma di successioni {xn}+
{yn} = {xn +yn} e al prodotto per uno scalare k, cioe kixn} = {kxn}.
La dimostrazione che la somma e un’operazione interna & semplice
applicazione della disuguaglianza di Minkowski 7, infatti

% : % : 0 :
(Z|xn+yn|v) < (Dxnv) +(zyn|v)
n=0 n=0 n=0

quindi se {xn} € {yn} sono in 1P allora anche {x, +yn}lo &. Equivalen-
temente, la dimostrazione che il prodotto sia un’operazione interna
si basa sulla disuguaglianza di Holder 6. Sugli spazi di questo tipo e
inoltre possibile definire un norma del tipo

0 1
[l = (Zmp) '
n=1
in questo modo gli spazi IP diventano spazi normati; si pud dimo-
strare che questi spazi sono anche di Banach.
Possiamo inoltre definire gli spazi 1°° su R o C, come

1*® = {{xn}: sup [xn| < -l—oo}
neN

Anche questo tipo di spazi sono vettoriali e possono essere normati
utilizzando la seguente funzione

[Xnlso = suplxn
n

si pud dimosrare che anche lo spazio 1*° & di Banach. Possiamo infine
far notare che gli spazi 1P risultano separabili, mentre quelli 1*° no.

Spazi LP

Consideriamo lo spazio vettoriale LP (C), sottospazio dello spazio vet-
toriale delle funzioni complesse definito dalla definizione 6.19. Su
questo spazio possiamo definire una norma come

s = <J|f|v>‘l

dalla disuguaglianza di Minkowski abbiamo che

1 1 1
P B P
1+ gllie = <J|f+ g|P) < (ij) + (jigﬂ’) e + Nl

Tuttavia [|f|[ir = 0 non implica f = 0, ma f = 0 q.0. , quindi
la norma sopra definita & una seminorma su LP(C), mentre diventa
una norma su LP(C). Per questo motivo, estendendo la precedente
definizione di norma allo spazio £P, definito per 1 < p < +00, come
lo spazio delle classi di equivalenza delle funzioni p —integrabili,
otteniamo che quest’ultimo & uno spazio di Banach.
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Spazio L

Come ultimo esempio degli spazi di Banach consideriamo lo spazio
L delle funzioni essenzialmente limitate, cioe

L0 ={f: X = X:[f(x)] <M q.0.}

cioe £ ¢ lo spazio delle funzioni limitate per ogni x € X\ A dove A &
un insieme a misura nulla. Anche questo spazio puo essere normato
tramite la funzione

[flll =infM  M={MeR":|f(x)

<M}

Si puo infine dimostrare che anche questo € uno spazio completo
e, quindi, di Banach.

7-4 SPAZI VETTORIALI COMPLESSI

Definizione 7.21. Uno spazio vettoriale V si dice finito dimensionale
se esistono un numero finito di elementi {vq,...,vn} C V tali che
V = span{vy,...,vn}. In caso contrario V si dira infinito dimensionale.

Definizione 7.22 (Prodotto scalare in C™). Siano x,y € C", definiamo
il prodotto scalare interno in C™ come:

n
(xy) =) Xi-yi
i=1
Proposizione 7.2. Sianox1,%x2,Yy € C™ esia « € C, allora:
(i) (x1+x2,4) = (x1,Y) + (x2,Y)
(ii) (ax,y) = (x,xy) = a(x,y)
(iii) (x,9) = (y,x)
(iv) (x,x) €ERY e (x,x) =0 < x=0

(v) (Disuguaglianza di Schwarz) |(x,y)I* < |IxI|? [[y|I?

(vi) (Norma euclidea) |Ix|| = /(x, %)
(vit) costxU) = oyl

Definizione 7.23 (Ortogonalita). Due vettori x,y € C™ si dicono
ortogonali, e si indicano x L y, se (x,y) =0.

Definizione 7.24 (Complemento ortogonale). Sia x € V un elemento
di uno spazio vettoriale. Si definisce complemento ortogonale di x il
sottoinsieme x* di V definito come

xt={yeV:(xy) =0}
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Come nel caso reale, si puo dimostrare che il complemento ortogo-
nale forma un sottospazio vettoriale.

La definizione di ortogonalita permette di definire il fondamentale
concetto di base ortogonale, cioé una base di uno spazio vettoriale
formato da vettori mutuamente ortogonali.

Teorema 7.6. Dato uno spazio vettoriale V con dim(V) = n, un insieme
di n vettori ortogonali non nulli {eq, ..., en} forma una base di V.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che gli n vettori scelti sono li-
nearmente indipendenti, cioe che se esistono aj, ..., a, tali che

n
Z aje; = 0
i=1

allora gli a; sono tutti nulli.
Infatti, calcolando il prodotto scalare dell’espressione precedente
otteniamo
n n n
2
(D aieie5) =) aileie5) =) aife)|*sy
i=1 i=1 i=1
cioe
aje;||* =0
i11€5
e, essendo gli e; non nulli per ipotesi, questa espressione e verificata
sea; =0Vj=1,...,n. O

Definizione 7.25. Se {e7,...,en} ¢ una base di Ve e; ¢ eil Yi,j =
1,...,n1#j, allora diremo che questa base & una base ortogonale.

Definizione 7.26 (Base ortonormale). Una base {ej,...,en} si dice
ortonormale se (e, ;) = dy;

Assegnata una qualsiasi base di uno spazio vettoriale, qualsiasi vet-
tore dello spazio puo essere espresso in termini di questa. Il vettore
scritto in termini degli elementi della base si dice decomposto sulla
base.

Definizione 7.27. Sia {eq,..., en} una base di uno spazio vettoriale
V e x € V. Si chiamano componenti, o coordinate, di x sulla base i
coefficienti

xi = (x, eq)

Il vettore x pud quindi essere espresso come x = ) i ; x{€;.

Teorema 7.7. La decomposizione di un vettore x € V su una base scelta
{eq,...,en} e univoca.

Dimostrazione.

n n n
X =(xe5)=() xie,ej) =) xilee5) =) xdy O
i1 i1 i1
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Trattiamo il prodotto scalare in termini delle sue componenti rispet-
to ad una base ortonormale {ej, ..., en}. Siano x,y € C™, allora

Possiamo quindi scrivere anche la norma in termini del prodotto
scalare rispetto alle componenti

n

IxII* = (x,x) = ) _ll(ey,x)II?

i=1

78



8 SPAZI DI HILBERT

8.1 FORME SESQUILINEARI

Sia X uno spazio lineare in generale infinito dimensionale su R o
C, cerchiamo di ampliare la definizione di prodotto scalare a questi
spazi.

Definizione 8.1 (Forma sesquilineare). Chiamiamo forma sesquilinea-
re un operatore B : X x X — C tale che

(i) B(x+x",y) =B(x,y) +B(x",y)
(ii) B(x,y+y’) =B(x,y)+B(x,y’)
(iii)) B(ax,y) = aB(x,y)
(iv) B(x, ay) = «B(x,y)
vx,x",y,y' e XeaxeC
Dalla definizione si evince che se &« = 0
B(x,0) =B(0,x) =0

Osservazione 8.1. Notiamo che se X = C™ una forma sesquilineare in
X sarebbe anche bilineare.

Ad ogni forma sesquilineare ¢ possibile associare una forma qua-
dratica nel modo seguente.

Definizione 8.2. Chiamiamo forma quadratica associata alla forma
sesquilineare B la funzione B: X — C , x € X — B(x) := B(x,x) € C.

Dalla definizione si nota che
B(ax) = B(ax, ax) = of* B(x)
inoltre vale anche la seguente proprieta

B(x +y) = B(x+y,x+y) = B(x,x) + B(x,y) + B(y,x) + B(y,y)

—B
= B(x) + B(y) + B(x,y) + B(y, x)

Esempio 8.1. Se X = C™ e B(x,y) = (x,y), allora B(x) = ||x|2
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Ovviamente se viene assegnata una forma sesquilineare ¢ sempre
possibile associarvi una forma quadratica tramite la definizione, tut-
tavia si dimostra che ¢ valido anche 'opposto, cioé che assegnata B
e possibile risalire a B tramite la seguente formula, detta indentita di
polarizzazione:

(B(x+1y) —B(x—iy))

B e

(B(x+y) —B(x—y)) —

Al —

B(X/U) =

Dunque le proprieta valide per una forma sesquilineare sono valide
anche per la forma quadratica associata e viceversa.

Definizione 8.3 (Forma sesquilineare hermitiana). Una forma sesqui-
lineare B : X x X — C e detta hermitiana se

B(X/y):B(y/X) vxly eX

Osservazione 8.2. Se la forma sesquilineare B & hermitiana la forma
quadratica associata B(x) sara sempre reale, infatti

ﬁ(x) =B(x,x) = B(x,x)

Definizione 8.4 (Forma sesqulineare non degenere). Una forma se-
squilineare B : X x X — C e detta non degenere se

B(x,y) =0 ¥VxeX = y=0 e
B(x,y =0 YWyeX = x=0

Definizione 8.5 (Forma quadratica non negativa). Una forma quadra-
tica B : X — C & detta non negativa se Vx € X, B( ) eRJ

Definizione 8.6 (Forma quadratica definita positiva). Una forma qua-
dratica B : X — C e detta definita positiva se € non negativa e se
B(x) = 0 implica x = 0.

Osservazione 8.3. Se una forma quadratica € definita positiva, allora la
forma sesquilineare associata & non degenere ed hermitiana.

Teorema 8.1 (Disuguaglianza di Schwartz). Sia B : X x X — C una
forma sesquilineare hermitiana e sia la forma quadratica associata definita
positiva, allora Vx,y € X

B(x,y)? < B(x) - B(y)
Dimostrazione. Sia « € C, allora:

ﬁ(x+ocy) (x+ay,x+ay) =Bx,x+ay)+aB(y,x+ay) =

B
—B(x)+ aB(xy) +TBy,x) +|a?Bly) =
E(x) + IocI2 B(y) +2Re(xB(x,y))
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Se g(y) = 0 allora y = 0 e la tesi & banale, sia allora ﬁ(y) # 0;
siccome 1'uguaglianza e valida per ogni valore di « consideriamo il
caso in cui

B(x,y)
X = —
B(y,y)
Sostituendo otteniamo
N B 2 B 2
By o Bl g BOOE
B(y)? B(y)
Da cui
B(x) - B(y) = [B(x,y)I?

O

Osservazione 8.4. La disuguaglianza di Schwartz diventa un’uguaglian-
za se e solo se x e y sono linearmente dipendenti.

Osservazione 8.5. Se una forma quadratica € non negativa allora e
possibile definire un’applicazione Ng : X — RJ

Ng(x) := v/B(x,x)

tale che Ng € una seminorma. Se B é definita positiva, allora Ng
come sopra diventa una norma. Proviamo che vale la disuguaglianza
triangolare, che & 1'unica proprieta non banale di Ny cosi definita.

Ng(x+y)? = B(x+y) = B(x) + B(y) + 2Re(B(x,y))

Poiché [B(x,y)| < Ng(x) - Ng(y) per la disuguaglianza di Schwartz,
a maggior ragione

|Re(B(x,y))| < [B(x,y)l < Np(x)-Np(y)
quindi
Np(x+1y)? < B(x)+B(y) + 2Ng(x) - Ng(y) = (Ng(x) + N (y))?

Definizione 8.7. Se B : X x X — C & una forma sesquilineare definita
positiva, la funzione Ng come sopra viene detta norma indotta da B.

Definizione 8.8 (Prodotto interno). Una forma sesquilineare B : X x
X — C hermitiana e definita positiva & detta prodotto interno, in tal
€aso scriveremo

B(x,y) = (xly)

I prodotto interno gode delle seguenti proprieta, che sono un rias-
sunto di quello visto fino ad ora:

(i) (x+xly) = (xly) + (x'ly)

(i) (xxly) =x(xly)
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(i) (xly) = (ylx)
(iv) (xjx) >0 Vx € X
(V) (xx) =0 = x =0
(vi) |(xPy)I? < (xIx) - (yly)
(vii) v/(x+yh+y) < /(xk) ++/(yly)

8.2 SPAZI PREHILBERTIANI E HILBERTIANI

Definizione 8.9 (Spazio prehilbertiano). Uno spazio lineare X e detto
prehilbertiano se dotato di prodotto interno.

Definizione 8.10 (Spazio di Hilbert). Diciamo spazio di Hilbert uno
spazio lineare, dotato di prodotto interno e completo rispetto alla
norma indotta dal prodotto interno.

Proposizione 8.1. Ogni spazio prehilbertiano finito dimensionale é anche
completo (cioe hilbertiano).

Osservazione 8.6. Poiché ogni spazio topologico completo & chiuso,
si pud dimostrare che ogni sottovarieta lineare (sottospazio lineare)
chiusa di uno spazio di Hilbert ¢ completa, quindi ¢ a sua volta uno
spazio di Hilbert.

Definizione 8.11 (isomorfismo). Dati due spazi di Hilbert, 7{; e H,
un’applicazione U : 71 — I, e detta isomorfismo se

() Ulx+y)=Ux)+Uy);

(i) U(oex) = acU(x) Va e G
(iii) U e suriettiva tra H; e Hy;
(iv) U e invertibile tra H; e H;

(v) (U)[U(y))ac, = (x[y)ac,-

Inoltre, dato uno spazio di Hilbert 3, posso definire le seguenti
applicazioni

(i) Ly = (yl-), questa applicazione, definita per ogni y € H ¢ una
funzione L, : 5 — C e mappa un generico x in Ly (x) = (ylx);

(ii) Ly = (-[x), questa applicazione, analogamente alla precedente &
definita per ogni x € J{ e mappa un generico y in L, (y) = (ylx);

Teorema 8.2. Le applicazioni Ly e Ly sopra definite sono uniformemente
continue
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Dimostrazione. Dimostriamo, per esempio, che la funzione L, & uni-
formemente continua. Scegliamo due punti x e x” in H e valutiamo
la differenza

[(ylx") — (yhx) = l(ylx" —x)|
dalla diseguaglianza di Schwartz otteniamo
[(ylx") = (ylx)| < [lylllIx —x]|
cioe
Ly (x") = Ly ()l < [lyllfx —x"]|
quindi abbiamo dimostrato che Ve > 0 35 > 0 definito come 6 = HTiﬂ
tale che Vx,x’ € K tali che
[x —x'|| <& = ILy(x") —Ly(x)| <e

Una dimostrazione del tutto analoga & valida, mutatis mutandis, per
la funzione L. O

Corollario 8.2.1. Sia {x,} una successione di elementi in H, convergente a
x € H per n — oo, allora

VyeXH (xnly) — (xly)

n—oo
Dimostrazione. |(xn|y) — (xIy)| < ||y||||xn —x|| ma xy, — X quindi
n—oo
Ve >0 3N tale che vn > N
Ixn —x|| < ¢
quindi, Vn > N
[(xnly) — (xIy)I < [yl

cioé la tesi. O

Questo tipo di convergenza e detto convergenza debole della succes-
sione, poiché se una successione converge debolmente non é detto che
converga, mentre 'opposto € sempre vero per il teorema precedente.

Teorema 8.3. Se {xn} converge a x debolmente e [[xn|| — |||, allora
n—oo
Xn — X.
n—,oo
Dimostrazione. Per la definizione di convergenza debole, Vx € H
(xnly) — (xly) per n = +oo
e dunque, ponendo y =x
(xnlx) — [x[1*
Valutiamo ora la convergenza di {xn }
Ixn — x|l =(xn —xxn —%x) =
=(Xnlxn) — (xnlx) — (xIxn) + (xIx) =
=lxnll* — 2Re(xnlx) + [xII* — [Ix[1* — 2[x[I* + [Ix||* = 0

cioe la tesi. ]
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Definizione 8.12. Dati due elementi di uno spazio di Hilbertx,y € 3,
diremo che x e ortogonale a y se

(xly) =0
e scriveremo X L Y.
Osservazione 8.7. Osserviamo che, essendo (x|0) = 0 Vx € X, allora 0
e ortogonale a tutti gli elementi dello spazio.
Osservazione 8.8. Siccome (x[x) = 0 = x = 0, allora 0 & l'unico

elemento ortogonale a se stesso.

Proposizione 8.2. Se x L y allora vale il teorema di Pitagora
2 2 2
X +yll* =[x~ + [yl

Dimostrazione. Calcoliamo la norma della somma dei quadrati dei
due vettori, tenendo conto del fatto che essi sono ortogonali ((x|y) =

0)
X% +y?|| = (x +ylx+y)
— (xx) + (yly) + 2Re((xly)) = [Ix[|* + ly||* O

Teorema 8.4. Siano §,Q C H taliche Q C §, allora 3x € § tale che Vy € Q
x Ly

Definizione 8.13 (Complemento ortogonale). Sia H{ uno spazio di
Hilbert e sia § C J{, si chiama complemento ortogonale di 8 I'insieme

8t i={yeH:(yx)=0wxe8}
Dalla definizione & immediato che {0}+ = H e H+ = {0}.

Proposizione 8.3. Per ogni sottoinsieme 8 C 3, 81 ¢ un sottospazio di
Hilbert completo.

\

Dimostrazione. Siccome 8+ & una sottovarieta lineare di H, bisogna
solo dimostrare che & chiuso. Sia allora {xn} C 8+ una successio-
ne di Cauchy, siccome J & di Banach esiste il limite X € JH di tale
successione.

Siay € §, allora (xn|y) =0 Vn.

L T s o - gl
o_ngrgm(xnly) = (ngrgooxnly) =Xy = %8

Il secondo passaggio e lecito per la continuita di (-ly). O
Proposizione 8.4. Sia 8§ C 3, allora § N st C{0}

Dimostrazione. Se x € § N8+, allora (x|x) = 0 che implica per la de-
finizione di prodotto interno x = 0. Essendo 8 spazio vettoriale
0 € 81, se 0 € 8 allora vale l'uguale, altrimenti vale I'inclusione, cioe
§N&L =9. O
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Osservazione 8.9. Da questa proprieta ¢ immediato notare che § C
8+1 infatti dalla definizione

§tt={xed:(yx)=0vy e s}

si ha che Vx € 8
(xly) =0 vyest

cioe x € 811 Tuttavia per la proposizione precedente anche 0 € §++,
anche se puo essere 0 ¢ 8.
E dunque ovvio dalle osservazioni precedenti che:

(i) Se 8 & sottospazio di Hilbert, allora § = §++.
(i) §+++ =8+

(iii) ST =8t

Proposizione 8.5. Sia Q C § C K, allora §+ C Q*+.

Dimostrazione. Se per assurdo fosse Q1 ¢ 81, allora esisterebbe x €
8+, x ¢ 91, tale che (x|ly) = 0 Vy € 8. Tuttavia poiche per ipotesi
abbiamo Q C §, allora a maggior ragione (x[y) = 0 Vy € Q, assurdo.

d

83 SPAZI IN SOMMA ORTOGONALE

Definizione 8.14. Siano §,Q C X, diremo che § e Q sono ortogonali,
e scriveremo 8 L Q, se § C QL.

In questo caso Q C Q1+ C S+, cioe vale anche che Q C §+.
Consideriamo due sottospazi di uno spazio di Hilbert, § e Q, in
generele il sottospazio

8+9)={x:x=q+s,q€Q,s€8,}
non € un sottospazio di Hilbert.

Teorema 8.5. Se 8 L Q, 8§ e Q sottospazi di Hilbert, allora § +Q & un
sottospazio di Hilbert. In tal caso scriveremo 8 +Q =8 @ Q.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che 8 ® Q contiene i limiti di ogni
successione convergente. Sia {x,} C 8§ ® Q una successione di Cauchy,
allora per ogni n si puo scrivere

per certe {sn} C Se{q,} C Q.
Siccome uno spazio di Hilbert & di Banach, 3x t.c. limn_; o Xn =X.
Per le ipotesi su {xn}, Ve > 0 3N t.c. Yn,m > N

2 2 2
e > [xn —xXmll” =[gn +Sn — g — Smll

= 1qn — Gl + 150 — Smll?
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ove l'ultimo passaggio discende dal teorema di Pitagora in spazi
dotati di prodotto interno.
Dunque le due successioni {sn,} e {q,,} sono di Cauchy, e poiché §
e Q sono sottospazi di Hilbert, anche {s»} e {(,,} avranno limite s € §
e q € Q rispettivamente.
Segue che
lim xp :nl_igr\ooanrsn =q+se8§aQ

n—+oo

O

Teorema 8.6 (Della proiezione). Sia Q C I un sottospazio di Hilbert,
allora H = Q@ Q.

Dimostrazione. Sia Q @ Q1+ =: 8§ C H; si vuole dimostrare che vale
l'uguaglianza fra 8 e H.

Siccome Q C § e Q1 C § per l'osservazione 8.9 abbiamo che 8+ C
ol e 8+ c Qt+. Per cui

st caotnott={0

da cui 8+ ={0}.
Possiamo allora scrivere che

§tt={0yF =%
essendo pero § spazio vettoriale, concludiamo che
§=8" =%
O
Questo tipo di decomposizione di uno spazio di Hilbert in spazi
ortogonali puo essere generalizzata ad una successione al pitt nume-

rabile di sottospazi di Hilbert {Q,,} fra loro ortogonali. Se si trova tale
successione, allora si potra scrivere

H=>) @,

n=1

Se prendiamo Q,, = span{(,,}, ove i q; sono elementi dello spazio
di Hilbert fra loro ortogonali, allora possiamo pensare di scrivere H{ =
span{q1, (>, ...;. Questo fatto verra trattato nella sezione successiva.

84 SISTEMI ORTONORMALI COMPLETI

I vettori degli spazi dotati di prodotto interno possono essere espres-
si come combinazioni lineari infinite di opportuni vettori, in genere
appartenenti a basi i cui vettori hanno norma unitaria e siano mutua-
mente ortogonali (basi ortonormali). Per questo motivo introdurremo
il concetto di sistema ortonormale.
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Definizione 8.15. Sia {u} un insieme, anche infinito e non numerabi-
le, di vettori non nulli in uno spazio di Hilbert H. {uy} si dira ortogo-
nale se (Ux[uy/) = 0 per ogni o # o’. Inoltre {uy} si dira ortonormale
se |[luxll =1.

Osservazione 8.10. In sintesi possiamo dire che, per un sistema orto-
normale di vettori (s.0.n.) in uno spazio di Hilbert vale

(uoc|ucx’) = 60(0(’

Esempio 8.2. Come abbiamo gia visto, nello spazio C™, ogni vettore
x € C™ puo essere espresso rispetto alla base ortonormale canonica
{eq,..., e} tramite

n
x=) (ex
i=1

Definizione 8.16 (Coefficienti di Fourier). Sia x € H un vettore in uno
spazio di Hilbert dotato di un sistema ortonormale {uq}xc1. Si chia-
mano coefficienti di Fourier rispetto a tale sistema i numeri complessi

Na = (Uxlx)

Proposizione 8.6. Sia I uno spazio di Hilbert, allora valgono le sequenti
proprietd

(i) Sein H consideriamo un sistema ortonormale finito {u;}i—1,.. n allora

n

D Ikl < x|

i=1

(ii) Se in H consideriamo un generico s.0.n. {Uylnc1, allora per ogni
elemento x di H il numero di coefficienti di Fourier g = (Uqxlx)
diversi da O e al pitt numerabile

(iii) Se {ug}ner € un s.o.n. in H allora, Vx € H vale la disequaglianza di

Bessel:
D el < x|

xel

Dimostrazione. Dimostriamo la (i). Iniziamo considerando la disugua-
glianza

n

= (wiku?

i=1
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e riscriviamola in termini del prodotto interno

n n

= (wikull = (x = Y (wikuglx— Y (wlx)u;)
i=1

i=1 =1

n n
= (xlx)—Z(u)Ix (xlu;) Z (uix)(uilx)
i=1

—.
—_

+ Z (wilx) (wsx) (uifuy)
i,j=1

n n
= [lx]* =2 i)+ > I(uix)?
i=1 i=1
n
= x| = Y _lwix)P?
i=1

da cui si ha la tesi.
Dimostriamo ora il punto (ii). Siano

F={(ual)l® : [(ualx)l* # 0}
Fr =l(uak)l? - 1/n < (uaf)i?)
allora
+o00
F=JFn
n=1
Se verifichiamo che F,, possiene al pit n|jx2|| elementi abbiamo
anche dimostrato 1’asserto. Consideriamo allora un qualsiasi sottoin-

sieme Fy C Fy, composto di k elementi, poiche questi sono elementi
diFn, Vug, € Fi,j=1,...,k

2
< (e )]

S1=

da cui, per il punto (i), ¥n

Sl=
~

<Y e WP < IxIP

j=1

dunque k < n|jx||%. Cioe ogni sottoinsieme finito di F,, non puo con-
tenere piu di n|x||? elementi, quindi F sara al pit infinito numerabile.

Con la disuguaglianza sopra mostrata mostrata abbiamo anche
provato il punto (iii). O

Teorema 8.7 (di Fisher-Riesz). Sia {unjneN un s.o.n. infinito numerabile
in uno spazio di Hilbert . Allora valgono le sequenti proprieta

(i) Se{an}eé una generica successione in H allora la serie Z:{io] O Un
converge se e solo se 3, lotn |2 converge.
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(ii) Nel caso in cui la successione converga, allora esiste un unico elemento

x = Y "% aquy, in K tale che gli elementi della successione siano i
coefficienti di Fourier di X, cioé &y, = (Unlx) e ||xH Z+ Iocnl

Dimostrazione. (i) Consideriamo le somme parziale s,, e o, delle

due serie
n mn
o . 2
Sn=) Ui Oon =) |«
i=1 i=1

Prendiamo ora n > m e valutiamo la differenza

n 2

E iU

i=m+1

2
[sn —sm|l

i=m+1 j=m+1

n
Z oG 0 ullu]) Z o 04

ij=m+1 i=m+1

b4
=|on — om|
Dall’'uguaglianza a cui siamo giunti possiamo osservare che la

successione delle somme parziali s,, converge in J{ se e solo se
la successione delle somme parziali o, converge in R.

(ii) Consideriamo l’elemento x = 5 > anu,,. Fissato un k osser-
viamo che vale la seguente uguaglianza

(whx — Zoclth (uklx) — ouc

Considerando questa uguaglianza valutiamo la distanza tra 1'e-
lemento k della successione, & dal k-esimo coefficiente di Fou-
rier di x, (uxlx), otteniamo, applicando la disuguaglianza di
Schwartz

n
[(wiehx) — o] = [(wex — Y ouy)]
i=1

n
< Jullx— Y- wwdl) — 0

— 00
i=1
quindi ax = (uk|x). Da questo segue che x = +°° Zunx)un e,
quindi
—+00 2
2
Ix[1* =[] > (unX)un
i=1
“+o00 -
= ) (unl)(umx)(unlun)
nm=1
“+00 +00
2 2
= S Jua? = Y Joca
n=1 n=1
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Riassumiamo il significato del teorema di Fisher-Riesz.
Se {un}nen € un s.on. in uno spazio di Hilbert H e {x,} € una
successione in tale spazio t.c.

+00

> lonl? < +oo

n=1

allora la serie Y 7% anun < 400 e gli an sono i coefficienti di
Fourier di un elemento x € 3, x = Y% ony,.

E lecito chiedersi se vale anche il viceversa, cioe se assegnato x € H
e un sistema ortogonale {un }nenN, allora, posto oy = (unlx), possia-

mo dire che
—+o00

x:Zocnun<+oo

n=1

Poiché per la disuguaglianza di Bessel

+o0 +o00

2
D lonl =) l(unkx)* < i
n=1 n=1

possiamo applicare il teorema di Fisher-Riesz e affermare che anche

la serie
+o0
n=1

converge.
Dunque 3x’ € H t.c. x' = Ziiﬂ otnUn, tale per cui

(unlx) = (unlx’)

e dunque (uplx —x’) =0, cioe uy L x—x’"vn e N.

Per poter affermare che x —x’ = 0 deve essere vero, essendo il pro-
dotto interno non degenere, che Vy € H y L x —x’, che in generale
non € vero, in quanto non e detto che i {u,} generino ¥, cioé non &
detto che si possa scrivere y = 3_ "%, Bnun per certi B, € C.

Definizione 8.17 (Sistema ortonormale completo). Diciamo che un
s.o.n. {un} e un sistema ortonormale completo (in breve un s.o.n.c.)
per I, se H = span{uj,uy,...}

Se {un}euns.o.n.c., allora Vx € H

+00

X = Z (Un|X)Un

n=1

la disuguaglianza di Bessel e il teorema di Fisher-Riesz assicurano
la convergenza di questa serie.
Riassumiamo i risultati ottenuti nel seguente teorema.
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Teorema 8.8. Sia {un} C H un s.o.n., le sequenti affermazioni sono equi-
valenti:

(i) {un}euns.o.n.c.

(ii) span(uj,uy,...) =%
(iii) (upx)=0¥n = x=0
(iv) ¥x € Hx =3 1% (unlx)un

n=1

(v) (Prima identita di Parseval) Vx,y € H

+o0
(Xly) = ) (xlun)(unly)
n=1
(vi) (Seconda identita di Parseval) x| = 3 % [(un/x)[?

Ora vediamo quando uno spazio di Hilbert ammette l'esistenza di
un s.o.n.c.
In generale possiamo dividere gli spazi di Hilbert in due categorie

o Separabili, cioe quelli che contengono un sottoinsieme numera-
bile denso.

o Non separabili.

Proposizione 8.7. Se H e uno spazio di Hilbert separabile tutti i suoi
sistemi ortonormali sono al piit infinito numerabili.

Dimostrazione. Siccome 3 & separabile 3{xn fnen C H denso in H. Sia
{uy} un s.o.n. e consideriamo l'insieme delle sfere sq(uy) di raggio
unitario centrate in u,; tutte queste sfere sono disgiunte poiche

o, — | = /It 2 + |2 = V2

Siccome {Xnnen € denso in H, ogni sfera contiene almeno un ele-
mento di tale insieme numerabile, e poiche le sfere sono disgiunte il
loro insieme & al piti numerabile, cioé i {1y} sono al pitt numerabi-
li. O

Se uno spazio spazio di Hilbert & separabile ¢ sempre possibile
definire un s.o.n.c. grazie all’algoritmo di Gram-Schmidit.

Definizione 8.18 (Dimensione ortogonale). Per dimensione ortogonale
di uno spazio con prodotto interno si intende la cardinalita comune
a tutti i suoi sistemi ortonormali completi.

Grazie alla definizione possiamo dividere gli spazi di Hilbert se-
parabili in infinito dimensionali e finito dimensionali. Sugli spazi
finito dimensionali & sempre possibile definire un s.o.n.c., e la dimen-
sione dello spazio coincide col numero di elementi della base. Se il
s.o.n.c. ha un numero infinito di elementi allora lo spazio di Hilbert
ha dimensione infinita.

Teorema 8.9. Se due spazi di Hilbert 3 e H' hanno due s.o.n.c. di cardina-
lita uguale, allora sono isomorfi.
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85 ESEMPI DI SPAZI DI HILBERT
851 C"

Lo spazio vettoriale C™ sul campo C dotato del prodotto interno

n
(z,w) = Z Ziwi
i=1

& uno spazio prehilbertiano finito, e dunque di Hilbert. E immediato
verificare che un s.o.n.c. per C™ e

er =(1,0,...,0)
es=(0,1,...,0)

oppure

e =(1,0,...,0)
e, =1(0,1,...,0)

Entrambi i s.0o.n.c. hanno cardinalita n, quindi dim(C™) =n.
Possiamo dire che separatamente gli {e;} sono un s.o.n.c. di R™ e
gli {€;} sono una base di iR™.

852 %(la,bl)

Con %([a,b]) intendiamo l'insieme delle funzioni f : [a,b] — C(RR)
continue. Definiamo il prodotto interno come

b
(flg) = | Fox)g0
a
Siccome le funzioni sono continue su un intervallo chiuso il prodotto
interno e ben definito, cioe (f|g) e finito Vf, g € € ([a, b]).
Verifichiamo che il prodotto interno sopra definito ¢ effettivamente
un prodotto interno.

B
bi
(1 + F2lg) =j R (0g(x) dx

a
b

b
:j 1 x)g(x) dx+J F2(x)g(x) dx = (f11g) + (f2lg)

a a

(ii) («flg) = [© &f(x)g(x) dx = w(flg)
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(iii)

v b
(flg) = J gl = J g0

a

- J f(x)glx) dx = (gIf)

(iv) (fIf) = [2F)F(x) = [21(x)12 dx > 0 Inoltre [[f]| = /(f]f) = 0 se
e solose f =0 qg.o.

Quindi %([a, b]) € uno spazio prehilbertiano con il prodotto interno
definito sopra. Mostriamo con un esempio che non puo essere uno
spazio di Hilbert, cioé che non & completo, sia

1 ngg%
falx) =< 1T-2n(x—3) 1/2<x<i+5-
0 %+%<x<1

alloraVvnm>N,n>m

1
Ifn — fall = J () — Fin ()2 dx =

0
! Lk
— [ a0 = tmb0R et | )~ fm (0P
o =
1 21
L b= (R [ Hlx) — fm (0 dx =
SR b

Tt Im
_ ., m
3n 6m 6n?
1 1
<(=+—) — ©

—

2
1
non e continua.

8.5.3 L%([a,b]) e L*(R)

Con gli accorgimenti del caso, gli spazi L?([a,b]) e L?(RR) si trattano
allo stesso modo, quindi concentriamoci sugli spazi L?([a, b]).
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il prodotto interno fra due funzioni f,g € L?([a, b)) puod essere
definito come .
(flg) = | Frx)g0
a
La disuguaglianza di Holder per p,q = 2 permette di assicurare
che la definizione e ben posta, infatti

b b ) 1
j F(x)g(x)| < <J |f(x)|2> (J |g(x)|2> < +o0

Si pud dimostrare che L?([a, b]) con il prodotto interno sopra defi-
nito e di Banach, e lo stesso vale per L?(R) e L#(R™)

8.5.4 12(C)

Siano {xn } e {yn} due successioni appartenenti ad 12(C), definiamo il
prodotto interno come

({xn}\{yn}) = E XnYn
n=1

Sfruttando la disuguaglianza di Holder come per gli integrali e
possibile dimostrare che questa definizione di prodotto interno & ben
posta. Si pud dimostrare anche che lo spazio 1?(C) & di Banach, e
dunque di Hilbert.
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9 S.O.N.C IN L?

Vediamo ora i principali sistemi ortonormali completi negli spazi di
Hilbert L2(IR) e L?([a, b]) definiti nel capitolo precedente.

0.1 SERIE DI FOURIER

9.1.1  Sviluppo in serie di funzioni periodiche

Definizione 9.1. Sia f : R — R(C). diciamo che f e periodica se
3T € R tale che f(x +T) = f(x) ¥x € R. Chiamiamo T periodo della
funzione.

Definizione 9.2 (Funzione generalmente continua). Sia f : I C R —
R(C), diciamo che f & generalmente continua in I se & continua e limi-
tata in I ad eccezione di un numero finito di punti di discontinuita.

Definizione 9.3 (Funzione regolare a tratti). Diciamo che f e regolare
a tratti se f e f sono generalmente continue.

Osservazione 9.1. Notiamo che una funzione regolare a tratti ¢ sempre
integrabile secondo Lebesgue su un intervallo limitato, e inoltre sara
anche di classe L2 su di esso.

Consideriamo f : R — R(C) periodica di periodo T = 27 continua
o generalmente continua sull’intervallo [0, 271, lo scopo della serie di
Fourier e di esprimere f in termini di seni e coseni.

Teorema 9.1. {cos(nx)lnen € {sin(nx)}nen sono un sistema ortogonale
in L*([0,27]) e in € ([0, 27)).

Dimostrazione. Calcoliamo tutti i possibili prodotti interni, si noti che
essendo il seno e il coseno reali si pud ignorare la coniugazione
complessa:

27t 27
J cos(mx) cos(nx) dx = J cos((m+mn)x) + cos((m —mn)x) dx
0 0 2
B 27 cos((m+n)x)  [?™ cos((m—mn)x)
a L — 2 7 JO — 5 &

2t m=n=0
=<m m=n#0
0 m#n
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Analogamente

27
J sin(mx) sin(nx) dx = Toémn
0

27
J sin(mx) cos(nx)dx =0 Vm,n
0

O]

Per rendere questo sistema ortogonale un s.o.n. basta passare da

sin(nx) ——— sin(nx)

NG

cos(nx) —>T cos(nx)
T
Ora che abbiamo un s.o.n. in uno spazio di Hilbert possiamo intro-
durre i coefficienti di Fourier per una funzione f periodica, continua
o generalmente continua. Chiamiamo:

ao 1 27 0 q 1 27 q

1 27
an:J f(t) cos(nt)dt, m#0
T Jo
1

27
bn = J f(t) sin(nt) dt
T Jo

Siccome si puo dimostrare (vedi la sottosezione seguente) che il
sistema di seni e coseni scelto genera L? ([, 7)), & lecito sviluppare f
come somma della base ortonormale per il suo coefficiente di Fourier:

“+00
a .
f= 70 + n§_1 (an cos(nx) + by, sin(nx))

9.1.2 Proprieta della serie di Fourier

Teorema 9.2 (Disuguaglianza di Bessel). Se f : [0,2n1] — R e general-
mente continua, allora vale la disuguaglianza di Bessel per i coefficienti di
Fourier sulla base dei seni e coseni:

BT (@@4b2)< ]rﬂlf(x)lzdx
2 n=1 " " TtJo
Dimostrazione. Sia
N
Sn(x) = 70 Z an cos(nx) + by sin(nx))

n=1
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Notiamo che, se poniamo (&7,...,&n) = (a7,...,an,b1,...,bN)
e indichiamo {p;} il s.o.n. di seni e coseni

1 (" 1

2 2 ao A . 2
- L Sn(x)dx = p Jo {2 + ; (an cos(nx) + by sm(nx))] dx

2N 2N

27 2 27
LR Y et | nin ] ax

0 n=1m=1
2N 2N

(12
= 70 + Z Z anamém,n

n=1m=I1
2 2N
a
2
n=1

sono stati omessi dal calcolo i doppi prodotti con ag che risultano
banalmente nulli.
Ora valutiamo il seguente integrale

1 27 1 27 ao 2N 1 27t
J f(x)Sn(x)dx = J —f(x)dx + Z énJ wnf(x) dx
Tt Jo 7T Jo 2 o Tt 0

a2 2N
_ -0 § 2 _
N 2 +n*1 an -

Infine notiamo che

o< [Ms f(x))* dx =
<3|, (Snbx =) dx =

27 2 27 1 27
:J SZN(x)dx—J f(x)SN(x)dx—i—J 2(x) dx
T Jo T Jo T Jo

Dai risultati precedenti abbiamo che

] 27 ] 27
sN—ZsN—i-T[J fz(x)>O:>7TJ f2(x) = sn
0 0

per ogni N. Facendo tendere N a all’infinito si ha la tesi. ]

Corollario 9.2.1. I coefficienti di Fourier per la base di seni e coseni sono
ben definiti per ogni funzione f generalmente continua.

Corollario 9.2.2. limy_, 1 an =limy 1o by =0

Teorema 9.3. Sia f : R — R(C) regolare a tratti e periodica di periodo 27
e
f= 1 [ lim f(t) + lim f(t)] Vx
t—x*t

245k
Allora la successione
W | .
-+ Z (an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

converge a f.
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Dimostrazione. Sia

n
+ Z ay cos(kx) + by sin(kx))
k=1

_ %
2
bisogna dimostrare che Vx € R Ve > 0 IN(g, x) t.c. Vn > N

S — f(x)l <t

A

Incominciamo a dimostrare 1’asserto per le x in cui f(x) = f(x), cioe
nei punti di continuita di x. Sia

N
Dn(t)=1+2 Z cos(kt)
k=1

La successione Dy gode delle seguenti proprieta

) 5= [T Dn(t)dt=1 WN

) N+1)
(11) DN(t) = sin(t/2)

(il)) Sn(x) = 2 J™ Dn(t)f(x +t)dt

La proprieta (ii) si dimostra per induzione, la (iii) adottando il cam-
bio di variabile y = x +t.
Da queste proprieta segue che

Sn(x) —f(x) :%T l DN(t)f(x—i—t)dt—f(x);ﬂJ Dn (t) dt
[ D (t)[f(x +t) — f(x)] dt

1 (™ sin [(N+ 3)t]

) . engy) YT

1 (™ t
- in(N -
- J_n sin(Nt) cot (2

) [F(x +t) — f(x)] dt

! Jﬂ cos(Nt)[f(x +t) — f(x)] dt
)

s

:711 J':t sin(Nt)g(t) dt — ]J cos(Nt)h(t)dt

—7T

=bn —an

ove by e dyn indicano I” N-esimo coefficiente di Fourier, rispetto al
seno e rispetto al coseno, delle funzioni § e h definite come sopra. I
coefficienti di Fourier sono ben definiti essendo § e h periodiche di pe-
riodo 27 in quanto composta di funzioni periodiche. Per il corollario
9.2.2 abbiamo che

Sn—f(x) =0 per N —= o0
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a patto che § e h siano integrabili. Per i non ci sono problemi, mentre
g ha una singolarita per t = 0, tuttavia, calcolando il limite

) t 2 i e
lim cot <i> [F(x 1) = F)] — Tt(x) = 2f'(x)

che e limitata per l'ipotesi che la funzione f sia regolare a tratti.

Consideriamo ora i punti in cui f non e continua, per comodita indi-
chiamo con x~ e x* i limiti da sinistra e da destra di x. Analogamente
a quanto gia visto possiamo scrivere

Snix)— ) == [ Du)f(xt 1) dt— (£
2 ) 2
L D (t)f(x + 1) dt_f("_)*f(xﬂr D () dt
2 ) - .
0 Tt
:;Td_nDN(t)f(X+t) dt+ L{L Dn () f(x +t) dt+
+ 7T - -
_f(:n) JHDN(U dt— f(ffﬂ JWDN(t) dt

siccome Dy (t) e pari, possiamo raccogliere gli integrali nel modo
seguente

Sni(x) —f(x) :711 JO sin <<N + %)t) f(X;— J‘[) E:SX_) +
- sin ( 5

(™. Ty ) Flx +1) — f(xF)
—i—; Jo sin ((N + E)t) f X;s:n (;X

Grazie a questo passaggio possiamo ricondurre i due integrali a
due coefficienti di Fourier per i quali varra la disuguaglianza di Bes-
sel, essendo f regolare a tratti, e che dunque tenderanno a zero al
crescere di N, cioe la tesi. O

Osservazione 9.2. La convergenza dello sviluppo di Fourier ad una
certa funzione f & dunque uniforme nei punti in cui f & continua, e
puntuale a f nei punti di discontinuita.

Dunque ¢ possibile derivare o integrare la serie nei punti di conti-
nuita per ottenere l'integrale o la derivata della funzione.
Osservazione 9.3. Lo sviluppo in serie di Fourier e particolarmente
utile quando si deve applicare a funzioni di cui si conosce la parita,
infatti

(i) Se f e una funzione pari

ao _l 7T _l 7T
> _zﬂj_nf(t)dt_ ﬂL f(t)dt #£ 0

an = Jﬂﬂ f(t) cos(nt) dt = % J: f(t) cos(nt)dt #0
1

bn = J f(t)sin(nt)dt =0
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(ii) Se f e funzione dispari

ap _l T o
5 ZnJﬂf(t)dtO

an :ﬂj f(t) cos(nt)dt =0

bn :711 Jﬂn f(t) sin(nt)dt = % J: f(t) sin(nt)dt # 0

9.1.3 Sviluppo complesso

Lo sviluppo in serie di seni e coseni di una funzione assume una for-
ma molto pitt simmetrica ed elegante se quest’ultimi vengono scritti
in termini si esponenziali complessi. Lo sviluppo di una funzione in
termini di funzioni esponenziali ¢ tanto importante da far si che spes-
so la serie di Fuorier viene chiamata serie esponenziale. Esplicitiamo i

passaggi

+oo
f(x) :% + Z (an cos(nx) + by sin(nx))

n=0
+oo inx —inx inx —inx
ap e +e . e —e
R
n=
@ & an —ib an +1ib
0 inx n— Un —inx n n
i e R )
N <« 2z 2
co Cn Con
“+00
_ Z Cnelnx
n=—oo

Per come sono stati definiti, notiamo subito che

dt

Chn=C_n =

1J’” f(t)cos(nt)—isin(nt)

P 2

1 (™ -
:J f(t)e "t dt
2.

9.1.4 Funzioni con periodo arbitrario

Sia f : R — R(C) una funzione periodica di periodo T = 2L, allora la
funzione

. L

fi=1(x)
sara periodica di periodo 27, infatti

F(x+271) = f(%(x +27r)) - f(%x—i— ZL) - f(%x) - f(x)

100



0.1 SERIE DI FOURIER

Dunque f ¢ sviluppabile in serie di Fourier come gia visto

+o0o
LT
f(x) =f(—x) = Cne'ex
()= >
e
~ 1 (" —int _
Cn _ﬂﬁnf( t)e dt =
1 (- —inZc T
_ﬂth(T)e L de
'l f‘L . t
=), f(r)e ™"t dr

Dunque, riassumendo, € possibile scrivere una qualsiasi funzione f
periodica di periodo 2L, regolare a tratti, come

+00o )
f(x) = Z cnett X

n=—o0
ove

1 - —in7t
Cnh = i J_L f(t)e rtdt

N

Questa generalizzazione e particolarmente importante, perché ci
permette di sviluppare in serie esponenziale anche funzioni non pe-
riodiche su un’intervallo arbitrario; grazie ai teoremi visti in prece-
denza, lo sviluppo convergera sempre all'interno di tale intervallo.

9.1.5 Sviluppo di funziont in piu variabili

Per evitare confusioni con gli indici, trattiamo funzioni f appartenen-
ti a L2([-L;, L] x [-L,L,]) ¢ R? — R(C); la generalizzazione a

N

funzione a valori in R™ ¢ immediata.

Sia
gy(x) ==1(,y) — f(x,y) WYy e [-Ly L]
allora
“+o00 oy
gy(x)= D  caly)e™n
n=—oo
ove
cnl )—]JL] f(t,y)e MOt dt
n\y) = 2L, iy Y
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Dunque cn (y) € L?([~L3,L,]), e dunque & a sua volta sviluppabile
in serie di Fourier:

“+o00 . -
1M +—
E brme 2V
m=—oo

con

b _]JLZ cnlu)e MO du
nm — ZLZ B n

Riassumendo abbiamo che possiamo scrivere f come

“+00
LYY bty

m=—00 N=—00

1 b2 L —inft —imSu
bmn = m du L f(t,u)e 1 e 2t dt

9.2 POLINOMI DI HERMITE

Un altro esempio di sistema ortonormale completo sullo spazio L* &
il sistema dei polinomi di Hermite, definiti come le soluzioni polino-
miali dell’equazione differenziale

8) y'—2xy'+2ny =0

detta equazione di Hermite. Diversamente questi polinomi possono
essere definiti direttamente tramite la loro forma esplicita.

Definizione 9.4 (Polinomi di Hermite). L'n-esimo polinomio di Her-
mite ¢ definito dall’equazione
2 dTl 2

Ha(x) = (=1 T (e ™)

A partire da questa definizione possiamo calcolare i primi termini
della base dei polinomi ottenendo

Ho(X) =1
Hi(x) = 2x
H(x) = 4x* —2

Inoltre questi polinomi possono essere definiti tramite la loro funzio-
ne generatrice

Definizione 9.5. I polinomi di Hermite H,, sono definiti dall’equazio-
ne

h(X, t) th t2)
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Possiamo ora dimostrare 1’equivalenza tra le definizioni appena da-
te, infatti, derivando la funzione generatrice n volte rispetto a t, e
valutandola in t = 0 otteniamo proprio Hy (x)

on 2 2 0™ 2
_ - (2tx—t4) Xt T —(t—x)
Fin (x) otn € t=0 € otn € t=0
an
= (—1 )nexzaxinefxz

dove nell'ultimo passaggio, abbiamo scambiato la derivata rispetto
a t con quella rispetto a x, notando che se f = f(t —x), si ha che
2f = —2f. In questo modo siamo giunti ad una definizione dei
polinomi di Hermite analoga alla 9.4.

Proposizione 9.1. Vale la sequente uguaglianza

H; (x) = 2nHp 1 (x)

n

Dimostrazione. Utilizziamo la funzione generatrice, e deriviamola ri-

spetto a x,
+00

/
(2tx—t2) HJ (%)
2te = E my t

n=1
e, riutilizzando la definizione della funzione generatrice otteniamo
+o00o +o00o

Hn(x) n HL(X) n
2ty n!xt => n!Xt

n=0 n=1

quindi, uguagliando i termini delle due sommatorie con potenze
omologhe otteniamo l'espressione cercata

H/ (x) = 2nH_1(x) O

n

Proposizione 9.2. Se Hy (x) é I'n-esimo un polinomio di Hermite, allora
vale la seguente equazione

Hn+1 (X) = 2xHy (X) —2nHy

Dimostrazione. Utilizzando ancora la funzione generatrice, possiamo
scrivere

d _ 2tx—t2 _ & Hp (x) n
ah(x,t)_(zx 2t)e _nnZ_] et

sviluppando la funzione generatrice secondo la sua definizione 9.5

+o00 “+00

(2x—2t) ) H’;(,X) th=n) ) s

n!

n=0 n=1
Uguagliando ancora i termini con potenze omologhe di t nelle serie
ad ambo i membri otteniamo
H Hp1(x) _ Hn1(x)

T e Y

quindi otteniamo 'equazione cercata

Hit (X) = 2xHn(x) —2nHy 4 (X) 0
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Osservazione 9.4. Dalla proposizione appena dimostrata, e dall’equa-
zione precedente riguardante la derivata di un polinomio di Hermite
otteniamo immediatamente

Hi1(x) = 2xHn (x) — Hy (%)

n

quindi, derivando e applicando nuovamente la proposizione 9.1

f1(x) = 2Hn (x) 4+ 2xHy, (x) — Hpt (%)
2(n+1)Hy = 2Hy (x) + 2xH] (x) — HJ (%)
H (x) — 2xH] (x) + 2nHp (x) = 0

quindi i polinomi di Hermite, soddisfano 1’equazione differenziale (8)
di Hermite.

Teorema 9.4. I polinomi di Hermite formano un sistema ortogonale rispetto
al prodotto interno definito da

“+00

(Hin () Hm () =J e Hy (x)Hm (x) dx

—00
Dimostrazione. Iniziamo considerando il seguente integrale, nel caso
n#m

roo e (H/ (x) — 2xH/, (x) + 2nHy (x) Hn (%)

—00

—(H (x) — 2xHL (%) + 2mHq (x) ) Hp (x) dx = 0
dove l'integrale € ovviamente nullo in quanto entrambi i fattori che
vi compaiono soddisfano l'equazione di Hermite. Sviluppando i
prodotti otteniamo

+o0o
J e {[HHy — HY Hp ] — 2x[H, Hp — HY Hy,)

m
—00

+2m—m)H Hy,}dx =0
Foo d —xz / i —XZ
a[e (HhoHm —H H)l+ 2 (n—m)HaHmdx =0
—0o0
come si puo vedere nell'integrale compare una derivata totale rispetto
ad x della funzione e~ (H/,Hm — H/,Hn), prodotto di una funzione
esponenziale per una polinomiale. Per questo motivo, tale funzione,

una volta valutata agli estremi, si annulla per qualsiasi valore di m e
n; otteniamo quindi solamente il termine

“+o00 5
J 2¢ ' (n—m)HHypdx =0
—0oQ
quindi, essendo n # m otteniamo la tesi del teorema
“+o00 )
J e “Hp(x)Hm(x)dx =0
—00

cioe la base dei polinomi di Hermite & ortogonale rispetto al prodotto
interno definito in tal modo. O
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Osservazione 9.5. Possiamo ora calcolare il valore della norma indotta
dal prodotto interno con

—+o00 “+00 n
J eXZHz(x)dx:J e"z(—1“)ex2£01(e"z)Hn(x)dx

dove nel penultimo passaggio si e utilizzata n volte la formula di
integrazione per parti, e nell’'ultimo si e tenuto conto che il termine
e Hn (x) si annulla agli estremi.

Applicando ora n volte la formula 9.1 per la derivata di un polino-
mio di Hermite otteniamo

+o00 n +o00
J e*XZd—(Hn(x))dx = J e X 2Mn! = 2"nly/n

oo dxm o

Quindi, riassumendo, possiamo dire che Vn, m € N

+o00
J e Hy (x)Hum (x) dx = 8pm2™nlV/7

—00

Definizione 9.6. Possiamo ora introdurre il s.on. dei polinomi di
Hermite definito come

2

X

]/_\l ( )_Hn(x)e*T
N N

Notiamo che i polinomi di Hermite definiti in questo modo rappre-
sentano un sistema ortonormale rispetto all'usuale prodotto interno
tra funzioni nello spazio L?.

0.3 POLINOMI DI LEGENDRE

Un ultimo esempio di s.o.n.c. in L? & quello dei polinomi di Legen-
dre. Anch’essi, analogamente ai polinomi di Hermite, possono essere
definiti come le soluzioni polinomiali dell’equazione differenziale

(9) (1=x*)y" (x) = 2xy"(x) + n(n+ Ny(x) =0

detta equazione di Legendre.
I polinomi possono inoltre essere definiti tramite la loro funzione
generatrice

105



S.0.N.C IN [2

Definizione 9.7. I polinomi di Legendre sono i P,,(x) definiti dall’e-
quazione
1 +o0

-_
(1412 —2tx)2
dove la condizione di convergenza per la serie a secondo membro &

lt] < 1.

A partire da questa definizione possiamo scrivere lo sviluppo bi-
nomiale della funzione generatrice dei polinomi ed ottenerne i primi
termini

L -1)2
(I+t2—2tx) 2= ) ( >(t2—2tx)“
n
n=0
=1+tx+ (—1+§x2)t2+
2 2
Otteniamo quindi
Po(x) =1
Pi(x) =x
Pa(x) = %(3%—1)

A partire dalla definizione dei polinomi di Legendre tramite la fun-
zione generatrice possiamo anche giungere ad una loro definizione
ricorsiva.

Proposizione 9.3. Vale la sequente equazione

(M4 1)Pri1(x) =x(2Zn+1)Pn(x) =nPr_1(x)

Dimostrazione. Derivando rispetto a t entrambi i termini dell’equazio-
ne della definizione 9.7 otteniamo

1 2t —2x >
—_———— = nP (x)t"“
2(1412 —2tx)3 ; "
riscrivendo
x—t ! = ZnPn(x)t“_]

(T+12—2tx) (1 112 — 2tx)?

n

(x—1) ) Pa(x)th = Pulx)nt™ (14t% —2tx)
n n=1

106



0.3 POLINOMI DI LEGENDRE

quindi
X i P (X)t™ — i P ()t —n i P ()t

o0

4+ Pa(Int™ 2% Y Pr(xnt™ =0
n

n

D XA VPRI =) (4 1Py ()t
D nPL ()t =0

quindi, rinominando gli indici nelle varie sommatorie possiamo com-
pattare questa scrittura

D x(2n+1)Pr(x) =nPn_1(x) = (n+ 1)Pp (X" =0

n=0

considerando ora l'indipendenza dei polinomi di grado differente
possiamo affermare che ogni coefficiente di t™ nella sommatoria deb-
ba essere nullo, quindi otteniamo la formula cercata

(10) (M4 1)Prg1(x) =x(2Zn+1)Pn(x) —=mPn_1(x) O

Da questo teorema ¢ immediato notare che i polinomi di Legendre
sono reali e P, € un polinomio di grado n-esimo.

Teorema 9.5. I polinomi di Legendre sono soluzione dell’equazione di Le-
gendre (9).

Dimostrazione. Derivando rispetto a x la relazione definitoria dei po-
linomi di Legendre tramite funzione generatrice

d 1 0 &
—  =— Y P (x)t"
OX (1412 — 2tx)z axé "
t 1 =
=) PL(x)t"
(T+12 —2tx) (1 442 — 2tx)? nZ_O n()
“+o00 +o00
t ) Pa(th =(1+1t7—2tx) ) P/ (x)t"
n=0 n=0

riordinando gli indici e portando tutto al primo membro

+00
D [Pt (4Pl () = 2XP(x) + Pr ()™ =0
n=0

da cui

(11) a1 () +PL_q (x) = 2xP (x) + Pu(x) = 0
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Operiamo ora sulle equazioni fino ad ora ricavate. Se deriviamo
I'equazione (10), la moltiplichiamo per due e la sottraiamo alla (11)
otteniamo

(12) a1 (X)) =P (x) = (2n+1)Pn(x)
Sommando ora l’equazione (10) e la (12) otteniamo
(13) ne1 () = (4 1)PR(x) + %P (%)
Sottraendo invece le stesse due equazioni

(14) no1(x) = P (x) +xPy (%)

Infine, operando la sostituzione n = n’ — 1 nella (13) e sommandola
alla (14) moltiplicata per x otteniamo

(15) (1=x*)P}(x) = nPn_1(x) —xnPn(x)

Ora, derivando questa espressione per x e sommandola alla (14) mol-
tiplicata per n otteniamo

(1—=x?)P(x) = 2xP/ (x) + n(n+1)P,(x) =0

dalla quale vediamo che i polinomi di Legendre P, risolvono l’equa-
zione differenziale di Legendre. O

Osservazione 9.6. Possiamo ora fare un’osservazione sulla parita dei
polinomi di Legendre, infatti la funzione generatrice

1

fx,t) = ————
(14+12 —2tx)2

rispetta la condizione f(x,t) = f(—x, —t). Quindi otteniamo che per i
polinomi di Legendre la corrispondente relazione e

(o¢]

Pr(—=x)(—=t)" = 3 Pn(x)(t)"

n=0 n=0
quindi
Pr(=x) = (=1)"Pn(x)
e cioe i polinomi di Legendre di indice pari sono pari mentre quelli
di indice dispari sono dispari.

Osservazione 9.7. Calcoliamo ora il valore assunto dai polinomi di
Legendre nel punto x = 1. Sostituendo tale valore nella funzione
generatrice definita nella definizione 9.7 otteniamo

1 = > P(t"

PP
(1—-2t+t2)2 =
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e, osservando che per [t| < 1 si ha

1 — .
(1t):nZ_ot

otteniamo che
Pn(1) =1 Vn

e, conoscendo la parita dei polinomi ¢ immediato ricavare che
Pa(=1) = (=)

Possiamo ora passare a mostrare la relazione di ortogonalita dei
polinomi su L2. L'intervallo da noi considerato sara [—1, 1], in quanto
nelle applicazioni in genere si esprimono i polinomi di Legendre nella
forma P(cos(®d)). Quindi considereremo L?([—1,1]).

Teorema 9.6. I polinomi di Legendre formano un sistema ortogonale su
L2([-1,1]),

Dimostrazione. Calcoliamo il prodotto interno tra i polinomi di Legen-
dre. Siam #n

1
(PulPrm) = | Pulx)Pm(x) dx
Iniziamo considerando che, dall’equazione differenziale di Legendre

1020001 = (1= x)PL0) — 26Ph (0
=-n(n+1)Pn(x)
Consideriamo ora il seguente integrale

1
d 2\p! d 2\p!/
|| Pt 10 =3P 0] = Pral) 101 =P ] i
1
=mn+1)—m(m+1)] J P (x)Pm(x) dx
-1
Invece, integrando per parti lo stesso integrale otteniamo
1 1
P01 2P| = | PRI =X)L () de
-1
1 1
IR NG A AN RO LA E
-1
In quanto i due termini valutati agli estremi si annullano per il fatto
che i polinomi di Legendre calcolati in x = 1 sono identicamente

ugualia 1 o —1 el termine (1 —x?) si annulla.
Possiamo ora riassumere i risultati ottenuti e scrivere

1
[n(n+n—m(m+mj P ()P (x) dx = 0
1
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e quindi, essendo n # m otteniamo la condizione di ortogonalita
cercata

1
J Prn(x)Pm(x)dx =0 O
-1

Per far diventare il sistema ortogonale dei polinomi di Legendre
un s.o.n. dobbiamo trovare il coefficiente di normalizzazione di ||P.[l.

Proposizione 9.4.
2

C2n+1

2 _
[Pl

Dimostrazione. Eleviamo al quadrato la relazione definitoria tramite
funzione generatrice

M(ZP )

Integrando termine a termine i membri dell’equazione per x

1
1 n+m
J1 (eI de < Z Pn x)t dx)

n,m=0
+o00 1
=y J P2 (X)8mnt™ ™ dx
n,m=0 -1

“+o00 1
= Z tZHJ Pi(x) dx
n=0 =1

inoltre
J’1 1 dx _log(1 +t% —2xt) 1
142 =2t —2t 4
1
:¥[log(1 +1t) —log(1 —1t)]
1 +0o0o _1)n+1 —1)2n+1
[
— n n
+o00 2 +0o0o 1
_ 2n __ 2n 2
=) sttt J] P (x) dx
n=0 n=0
da cui
2 ! 2 d 2
IPall = | PR0x) = 55 a
Dunque se definiamo
- 2n+1
Pn(x) = ) Pn(x)

otteniamo (Py|Pm) = dmn , cioé i {Pn} sono un s.o.n. in L2([—1,1]).
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Teorema 9.7. Per ogni f € L2([—1,1]) possiamo scrivere

+0o0
f(x) = Z anPn(x)
n=0

ove
a _Zn—H
)

1
J Pn(x)f(x)dx
-1

Quest’ultimo teorema afferma che i {P,,} formano un s.on.c. per
L2(—1,1).

Enunciamo un’ultimo teorema, che fornisce un metodo esplicito
per calcolare i polinomi di Legendre.

Teorema 9.8 (Formula di Rodriguez). Vale la sequente formula:

1 dr

_ 2
= miae D"

Pn(x)
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1 O OPERATORI LINEARI IN

SPAZI DI HILBERT

Gli operatori lineari in spazi vettoriali finito dimensionali sono gia
stati trattati nei corsi di algebra lineare. Si ricorda che in tali spazi
un operatore lineare puo essere schematizzato tramite una matrice;
la forma della matrice dipende dal tipo di base scelta nello spazio
vettoriale, e quindi non & univocamente determinata. Una categoria
particolarmente importante di matrici sono quelle diagonalizzabili; si
ricorda che una matrice autoaggiunta, ossia una matrice che e uguale
al suo trasposto coniugato, ammette sempre autovalori reali distinti.

In questo capitolo cercheremo di estendere il concetto di operatore
lineare a spazi vettoriali infinito dimensionali.

10.1 OPERATORI LINEARI IN SPAZI INFINITO DI-
MENSIONALI

Definizione 10.1 (Operatore lineare). Sia A : Z(A) C X = Y, Xe Y
spazi vettoriali su un campo K, diciamo che A ¢ lineare se

(i) Z(A) e sottovarieta lineare di X.
(i) A(x+x’)=A(x)+Ax') vx,x" € Z2(A).
(iil) Alxx) =aA(x) Vx € Z(A) eVa € K.

Notiamo che l'unica ipotesi aggiuntiva nella definizione a quelle
note @ che Z(A) sia una sottovarieta lineare.

Definizione 10.2 (Rango). Chiamiamo rango di un operatore lineare
A:92(A) C X =Y, eloindichiamo rank(A):

rank(A) ={y € Y:Ix € Z(A) tc. A(x) =y}

Definizione 10.3 (Kernel). Chiamiamo nucleo, o kernel, di un operato-
re lineare A : Z(A) C X — Y, e lo indichiamo ker(A):

ker(A) ={x € 2(A) : A(x) =0y}
Lo spazio di tutti gli operatori lineari da X a Y viene indicato con
Hom(X,Y).

In questo spazio 1'operatore

(x1A7 + x2A2)(X) = a1 Aq(x) + x2Az(x)

13
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¢ ancora lineare VA1,A> € Hom(X,Y), Vai,000 € Ke Vx € Z(A1)N
2(A2).

Dunque é lecito chiedersi se Hom(X, Y) e strutturabile come spazio
vettoriale. La risposta in generale & negativa, infatti, se indichiamo
con O la funzione identicamente nulla

Ox)=0y WxeX

abbiamo che rank(O) = {0y} e ker(O) = X, e Z(0O) = X. Dunque se
prendiamo 'operatore opposto di A, per definizione

A+(-A)=0

e quindi il dominio Z(A) N Z(—A) dovra essere uguale a Z(0) = X,
che in generale non é vero.

E allora utile definire lo spazio . (X, Y) degli operatori lineari il cui
dominio e tutto X, su cui si potra definire uno spazio vettoriale.

Definizione 10.4. Siano A e B due operatori lineari, diciamo che A =
Bse Z(A) = 7(B) e A(x) = B(x) Vx € Z(A).

Definizione 10.5. Siano A e B due operatori lineari tali che Z(B) C
P9(A) e Ax) = B(x) Vx € 2(B), allora A e detta estensione di B in
2(A).

Se A e un’estensione di B scriveremo, con un leggero abuso di
linguaggio, B C A.

Teorema 10.1 (Funzione inversa). Sia A : Z(A) C X — Y un operatore
lineare tale che ker(A) = {Ox}, allora esiste un operatore lineare A~ tale
che:

(i) A= :rank(A) — X
(i) A= (y) =x Vx € Z(A) eVy € rank(A) tali per cui A(x) =y.

Se chiamiamo 1x : Z(1x) € X — Y l'operatore identita, abbiamo
che Z(1x) = X, e quindi non sempre vale che

AocA ' =1x e A ToA=1y

diremo invece che in generale l'identita & un’estensione di Ao A~ e
diA=ToA.

Definizione 10.6 (Funzionale lineare). Chiamiamo funzionali lineari
gli operatori appartenenti a Hom(X, K).

Anche una classe di funzionali lineari puo essere strutturata a spa-
zio vettoriale tramite 1'introduzione dello spazio .Z(X,K), che viene
solitamente detto spazio duale e indicato X*.
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10.2 OPERATORI LINEARI IN SPAZI NORMATI

Gli operatori A : Z(A) C X =Y, (X,[|-llx) e (Y, - [ly) spazi normati,
godono di alcune importanti proprieta. Quando non sara indicato
direttamente, X e Y saranno sempre spazi normati forniti della norma
indicata sopra. Per non appesantire la scrittura, i pedici alle norme
verranno omessi.

Teorema 10.2. Un operatore lineare A : Z(A) C X — Y continuo é anche
uniformemente continuo.

Definizione 10.7 (Operatore limitato). Sia A : Z(A) C X — Y, diremo
che A e limitatose Vx € Z(A) tc. |lx]| < k= Fh tc ||[AKX)]| < h.

Teorema 10.3. Sia A : Z(A) C X — Y, le sequenti affermazioni sono
equivalenti

(i) A e continua.

(i) A ¢ limitata.
(iii) 3m > 0 t.c. [[A(X)]| < ml[x]| Vx € Z(A).
Dimostrazione.

(i) = (ii) Siccome A & continua, in particolare Ve > 0 386, > 0 t.c. Vx €
2(A), tc. |[x]| < b, si ha [[A(x)] < e.

Scegliamo x tale che |x|| < k, allora

per la continuita questo implica che

ngH

fIIXII < d¢

de
G <
cioe 5
e <
da cui

k
IRl < se=h
€

(ii) = (iii) Sia
S={xe2(A):|xll=1}
per ipotesi Vx € S [[A(x)|| < h
P € Svx € 2(A)\{0}, da cui

Gl <

A < hlix]]

Notiamo che Tl x|

Se x = 0 allora vale l'uguaglianza.
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(iii) = (i) Se fosse m = 0 allora avremmo A(x) =0 Vx € Z(A), cioe A ¢ la
funzione identicamente nulla, che quindi & continua. Sia allora
m # 0, allora preso € > 0 e 5(¢) = =, se [[x1 —x3|| < 8(¢) allora

IA(x1) = A2l = [[A(x1 —x2)| < mlix; —x2l < ¢
cioe A e continua.
O

Definizione 10.8 (Norma operatoriale). Sia A un operatore limitato,
sia

n={m 2> 0:[[Ax)[]| < mlxl] ¥x € Z(A)}
chiamiamo norma operatoriale di A
Al := inf 1
Osservazione 10.1. Dalla definizione & immediato che
A< AL ]

Teorema 10.4. Sia A € Hom(X,Y) limitato, allora:
v A
Alx
Al =" sup

x€Z(A) [l
x#£0

(ii)
ANl =" sup [IA(x]]]

XED(A)
[Ix][=1

(iii)
[IAll="sup [IA(x]]]

XEZ(A)
[x]1<1

Dimostrazione. Dimostriamo per esempio la (i).
Per ogni x € Z(A) vale, per la definizione di norma operatoriale

A G < [ITAIIIxI
sex #0

Al
[IxI]

< Al

passando all’estremo superiore

1A ()|
sup < A
xeoa) Xl
x#0
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Dimostriamo ora la disuguaglianza opposta. Vy € Z(A)0{0}

AW AR
Wl eeotn) Il
x#0

da cui

||A(y)||<< sup ”’“"”)wn

x€PD(A) IIxI|
x#0
dunque abbiamo che
Alx
A X en
x€Z(A) IIxI|

x#£0

ove 1 & come nella definizione 10.8. Essendo [||A||| = infn sara

A
Al < sup
xea(a) I
x#0
dalle due disuguaglianze ricavate otteniamo la tesi. O

Se X e Y sono spazi di Hilbert allora abbiamo un’ulteriore utile for-
mula per ricavare il valore della norma operatoriale di un operatore
lineare.

Teorema 10.5. Sia A € Hom(H, H) lineare, allora:

x|A
Al = sup KAWL oAyl
yez(A) IxI Iyl ye2(A)
Y x40 gl el =1

Teorema 10.6. Sia A € Hom(X,Y), le seguenti affermazioni sono equiva-
lenti:

(i) A~ esiste limitato.
(i) 3u > 0 tale che, Vx € 2(A), [|A(X)|| = ullx]|
Dimostrazione.
(i) = (ii) Se A~ esiste limitato Vy € Z(A~'),y #0
1A~ (y)Il < miyl
masey € (A" ") allora Ix € Z(A) talechey = A(x), e quindi
IATTAE)I < mIAX) = IAX) > nllHXII

che @ la tesi.
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(ii) = (i) Per la disuguaglianza in ipotesi se A(x) = 0 allora x = 0, e
dunque ker(A) = {0}, quindi esiste A~ dimostriamo ora che &
limitato.

Sia y € rank(A) t.c. A~ '(y) = x, allora

IA(X)]
= IA(A™ (y)]

| > p x|l
| >ul AT ()l
1
= AT (Yl < Ellyll =m|yl

O
Osservazione 10.2. Notiamo che se vale I'ipotesi (ii) del teorema prece-
dente, allora A~ sara anche continua.
Esempio 10.1. Prendiamo X =Y =C™ e A € Hom(C™, C™) che agisce
sulla base canonica nel modo seguente

A(e]-) = je]'

Siccome A mappa in C™ possiamo scrivere ogni vettore su cui agi-
sce A come una combinazione lineare dei vettori della base canonica:

n n
Aley) =) Ayei=) jdiei
i1 i1
cioe

Ay =jdy , A=
0 n
Dunque A é sicuramente limitato, e dunque continuo.

In generalese A : Z(A) C X = Yedim(Z(A)) < +oo, allora A sara
limitato.

Esempio 10.2. Consideriamo X =Y = H e sia {unnen un s.o.n.c. ; sia

A : H — H definito come segue

—+o0
1
Alx) = Z T_H(unb()unﬂ

La prima cosa da chiedersi e se 'operatore & ben definito su tutto
X, cioe se la serei e convergente. Per il teorema di Fisher-Riesz

+oo 1 5 1 too ] 2
L o] 1
; ‘n_H(uIX)) < 4; l(unlx)| < 4||x|| < 1o

Esempio 10.3 (Operatore derivazione). Consideriamo l'operatore deri-
vazione Dy : €' ([0,1]) — €([0,1]), si puo dimostrare che €1(0,1]) &
sottospazio di Hilbert di ¢([0, 1]), allora Dy & lineare.
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Esempio 10.4 (Operatore moltiplicazione). L'operatore moltiplicazione
A :12([a,b]) — L?([a, b)), f(x) € L?([a, b]) — xf(x) € L?[(a,b)] Vx €
[a, b] & lineare @ ben definito. Notiamo che se consideriamo lo stesso
operatore A : [2(R) — L%(R), questo non sarebbe ben definito per
ogni elemento di L2(RR).

Esempio 10.5. Consideriamo lo spazio di Hllbert H = 1%(C) e sia A :
12(C) — 12(C), che mappa la generica successione {x;} come

((X], X2, X3,%4, X5, X, .« ) = (063, X2, X1, X6, X5, X4, .. °)

Allora e possibile rappresentare A come una matrice a blocchi
infinita:

[0 0 1 1
010 0
100
A= 0 0 1
0 010
100

Definizione 10.9 (Grafico lineare di un operatore). Sia A € Hom(X,Y)
chiamiamo grafico lineare di A

G(A)={x,y) eXxY: x € Z2(A) ey =A(x)}
Il grafico di un operatore gode delle seguenti proprieta
(i) Y9(A) CXxY.
(i) 4(A) e una varieta lineare.
(iii) Se (0x,y) € 4(A) alloray = Oy.
Si pud dimostrare che 1'ultima proprieta enunciata, che deriva diret-

tamente dalla linearita di A, & anche condizione sufficiente affinche
¢ (A) sia un grafico lineare .

Osservazione 10.3. Nel caso particolare in cui X e Y sono spazi di Hil-
bert, chiamiamoli H; e J,, & possibile definire un prodotto interno
in 3y x H; nel modo seguente:

((x1,91)|(x2,92)) = (x1lx2)1 + (Y1ly2)2

Quindi per una mappa A € Hom(H7,H;), 4(A) e una sottospazio
di Hilbert.
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10.3 FUNZIONALI LINEARI SU SPAZI DI HILBERT

Definizione 10.10 (Funzionale limitato). Sia X uno spazio normato
e L un funzionale lineare da X al campo K. Il funzionale L si dice
limitato se 3m > 0 t.c.

ILOI < milx]| vx e 2(L)

L'insieme dei funzionali lineari limitati su X si indica con X', sotto-
spazio del duale di X, X*.

Anche lo spazio XT pud essere strutturato a spazio lineare attraver-
so l'introduzione di una somma tra funzionali limitati

(L1 +L2)(x) = Li(x) + L2(x)
e di un prodotto esterno Vo € K
(«L)(x) = aL(x)

Inoltre lo spazio X' pud normato grazie all'introduzione di una nor-
ma, e puo essere reso uno spazio di Banach.

Si pud inoltre definire lo spazio X'T, definito come l'insieme dei
funzionali lineari limitati definiti su X.

Teorema 10.7. Dato uno spazio vettoriale X e definiti gli spazi X' e XT,
V'applicazione ~: X — XTIt che associa ad ogni x € X I'elemento X definito
come

X(L) = L(x)
e un isomorfismo tra rank(™) e X.
In particolare se rank(™) = X1 otteniamo che X = X1 e quindi lo spazio
vettoriale X e riflessivo.

Abbiamo gia introdotto in precedenza il concetto di convergenza, o
convergenza forte, di una successione, e quello di convergenza debo-
le, legata ai funzionali lineari limitati. Notiamo che mentre il concet-
to di convergenza forte si richiamava alla topologia delle sfere aper-
te, quello di convergenza debole viene definito grazie alla topologia
debole, cioé gli aperti del tipo

Un(gLy,..., Ly)=xeX: |[Ly(x)|<eVk=1,...,n}

Dove gli Ly sono funzionali lineari limitati su X. In questo modo
{Un(&;Ly,...,Ln)} definiscono una base di intorni del punto 0.

Definizione 10.11 (Convergenza debole). Diremo che la successione
{xn} di elementi in X converge debolmente ax in X se Ve > 03N, >0
tale che Vn > N

IL(xn)—L(&x)<e VLeX!
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Possiamo ora introdurre lo spazio dei funzionali lineari limitati su
uno spazio di Hilbert 3(, indicato con K.

Teorema 10.8 (di Riesz). Sia H uno spazio di Hilbert e ' il suo duale.
Sia L un funzionale lineare su H, allora
(i) Le seguenti affermazioni sono equivalenti
(a) L e KT (cioe L e limitato);
(b) 3y € K tale che L(x) = (yilx) Vx € H. Cioe L ¢ un
funzionale del tipo L = (y|-)
(ii) Il vettore yy se esiste e unico e ||L||5+ = |[Ur |l

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando la (i)

(@)= (b) L € H' & un operatore limitato, consideriamo il suo nucleo
ker(L) = {x € 3 : L(x) = 0} & un sottospazio lineare di 7,
cioe & chiuso.

Infatti sia {x,} & un successione in ker(L) convergente ad un
elemento X € H. Dobbiamo mostrare che x € ker(L) infatti
Lixn) =0 Vnexy, —>Xxpern— oo

quindi, per la continuita di L, anche L(x) =0

Posso quindi definire ker(L)* e decomporre lo spazio di Hilbert
in H = ker(L) @ ker(L)*.

Sono ora possibili due casi, se ker(L) = 3 allora L(x) =0 Vx €
X, quindi y; = 0 e la tesi & banale.

Se ker(L) # , quindi ker(L)* # {0} possiamo prendere un
elemento u € ker(L), u # 0, dunque, Vx € K

X = Mu#— X — Mu
~ L(u) L(u)

abbiamo quindi scritto x come somma di due termini, uno in
ker(L)* e I'altro in ker(L), infatti

Lix) \ _ _
L (x— L(u)u> =L(x)—Lx)=0

Possiamo calcolare ora il prodotto interno tra x e u ottenendo

_ Lix) L) 2
quindi

Lo = "™y wxen
[ul
- L(u) . .

e, se definiamo y; = Wu abbiamo che L(x) = (y [x), cioé la

u
tesi.
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(b)= (a) Supponiamo che 3y € J tale che
L(x) = (yrlx) VxeX
allora abbiamo che
Lo = lych)l < lycllixl - vx e X
quindi L & limitato.
Dobbiamo ora dimostrare il punto (ii), supponiamo per assurdo
che esistano y e yj tali che

Lix) = (ylx) = (yilx)  Vxei

allora avremo che (y; —yq [x) = 0 per ogni x € H e quindi y = yj.
Consideriamo ora

L =ty < [lyc x|

ciog, passando all’estremo superiore

NI < Jlye |

Inoltre
lycll? = Iy ly)l = L) < Uiyl

cioe, se y; # 0 otteniamo che

lyp || < L]

cioé la tesi. ]

Osservazione 10.4. Grazie ai risultati del teorema precedente possiamo
definire in Kt un prodotto interno tale che, se L1 e L, sono elementi
di ' allora

(L11L2) = (Y, lyr,)

In questo modo anche il puo essere strutturato a spazio con pro-
dotto interno, e si pud dimostrare che anch’esso € uno spazio di
Hilbert.

Quindi, possiamo considerare 1’applicazione che ad ogni y € H
associa un elemento L € H definita come

L={(yl-)
e questa applicazione rappresenta un isomorfismo tra H e H'

Osservazione 10.5. Anche nello spazio H'T posso definire un’applica-
zione che ad ogni G che ad ogni L € HT associa I’elemento

G(L) = (LgIL) = (Yrslyr) = Llyr,)

e quindi definire un isomorfismo anche tra 3 e HT.
Inoltre si pud dimostrare che H = T e quindi che ogni spazio di
Hilbert e riflessivo.
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Esempio 10.6 (Operatore aggiunto in C™). Sia A : C™ — C™, allo-
ra possiamo vedere A come ad una matrice appartenente al gruppo
GL(n, C) delle matrici n x n sul campo complesso; possiamo dunque
scrivere
n
(Ax); = Z A5
j=1
Se calcoliamo il prodotto interno

(U AX) =) GilAx)i = Y TiAix =
i=1 Lj=1

n
—T
AN = ) Ajyixg =
Li=1

H
NN
I

-

I
:I\/];’
<l

n

Alyig =Y (ATy)g = (Aly,x)
j=1

,ﬂ
N
I
=

I
\:I\/]F’

cioe
(U/ AX) = (ATUIX)

e analogamente
(Ay/x) - (UIATX)

Vogliamo ora estendere la definizione di operatore aggiunto al caso
infinito dimensionale, passando, come nell’esempio, per l'invarianza
del prodotto interno. Da questo fatto ¢ immediato che sara possibile
definire l'operatore aggiunto solo in spazi hilbertiani o prehilbertiani.

Definizione 10.12. Sia A : H — H lineare, diciamo che A ammette
operatore aggiunto se ¥x,y € H 3Ty’ € K tale che

(A)Y) = (xly”)

In tal caso chiamiamo operatore aggiunto di A, e lo indicheremo con
AT, I'operatore che Yy € H

y' =Al(y)

Notiamo che in questo caso, poiché il dominio di A e tutto ¥,
la definizione di A & ben posta; infatti se avessimo y’,y” € K
soddisfacienti la definizione, potremmo dire che

(A)Y) = (xly") = (xly")

e dunque
(xly'—y”")=0 vxeXH
cioe
y'—y"=0
Inoltre possiamo dire che

2(AT) ={y e H:Jy’ € H con (A(x)|ly) = (xly’) Vx € K}
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Proposizione 10.1. Sia A un operatore lineare e sia AT il suo aggiunto,
allora
ker(AT) = rank(A)*

Dimostrazione. Infatti se y € ker(A') allora Af(y) = 0, cioe , Vx €
H (x|AT(y)) = 0; per la definizione di operatore aggiunto questo
equivale a dire che (A(x)ly) =0, cioé y & orotogonale ad ogni vettore
della A(x) Vx € XH; che ¢ la tesi. O

Come si e visto la definizione di operatore aggiunto e stata data per
operatori lineari definiti su tutto J, ora ci proponiamo di ampliare la
definizione di operatore aggiunto a queqli operatori che sono definiti
su2(A) C H.

Al fine di trovare un criterio operativo per verificare quali operatori
ammettono aggiunto, introduciamo 1'operatore V : H x H — H x ¥,
(x1,x2) = (—x2,x1). Notiamo che V cosi definito quadra a meno
I'identita, infatti

V(V(x1,x2)) = V(—x2,%1) = (—x1,—X2)
cioe
VoV =-1
Teorema 10.9. Se A ammette aggiunto, allora
G (A1) = Vg (A)*
Dimostrazione. Se (y,y’) € 4(AT) allora per definizione Vx € Z(A)

(xIAT(y)) = (xly)

Questo equivale a dire, per la definizione di prodotto interno data
nell’osservazione 10.3, che

(—Ax),x)|(y,y") =0 Vxe Z(A)

Notiamo che essendo (x, A(x)) € ¥(A) avremo (—A(x),x) € V¥(A)
cioe (y,y’) € [V¥(A)]+ O

Definizione 10.13 (Operatore aggiunto). Sia A : Z(A) C H — H un’o-
peratore lineare, diciamo che A ammette AT come operatore aggiunto
se [V¥(A)]+ & un grafico lineare. In questo caso vale che

VZ(A)+ =2(AT)

Osservazione 10.6. Notiamo che quando esiste ¥(Af) & sempre un
sottospazio di Hilbert di H x H.

Teorema 10.10. Sia A : Z(A) C H — H una mappa lineare, allora AT

esiste se e solo se Z(A) = H".

Si ricorda che questa affermazione equivale a dire che Z(A) & denso in J{.
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Dimostrazione. Mostriamo la validita del teorema eplicitando tutte le
doppie implicazioni.
Per definizione AT esiste
<= [V¥4(A)]+ & un grafico lineare
— (0,y) € [V¥(A)]+ implicay =0

<= usando la definizione del prodotto interno in H x H, Vx € H

(—A(x),x)|(0,y)) =0 = y=0

<= esplicitando il prodotto interno, Vx € Z(A)

(xy)=0 = y=0

<= y € 2(A)* implica che y =0

7(A)+ = {0}

!

!

2(A) = 2(A)H ={0} =K
O

Definizione 10.14 (Operatore chiuso). Sia A € Hom(X,Y), diciamo
che A e chiuso se ¢(A) & un sottospazio chiuso di X x Y.

Definizione 10.15 (Chiusura di un operatore). Sia A € Hom(X, Y), se
¢ (A) ammette estensione chiusa, cioe se 4(A) & ancora un grafico

lineare, allora diciamo che ¢(A) ¢ il grafico dell’operatore A detto
chiusura di A.

Se un’operatore non e chiuso, la chiusura di un operatore ¢ dunque
un’estensione dell’operatore stesso.

Osservazione 10.7. Un qualsiasi operatore aggiunto ¢ sempre chiuso.

Teorema 10.11. Sia A : Z(A) C H — H un operatore lineare che ammette
aggiunto, allora AT esiste se e solo se A & chiudibile; in questo caso si ha che
ATT = A,

Osservazione 10.8. Se A & chiuso otteniamo che AT = A, infatti Vx,y €
H

(KA () = (AT(x)ly) = (xIA(y))

senza problemi sul dominio.

Teorema 10.12. Se A ¢ limitato e Z(A) = H, allora AT ¢ limitato e

A = AT
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Dimostrazione. Dimostriamo solo 1’equivalenza fra le norme operato-
riali, per operatori in spazi di Hilbert possiamo dire che

A= sup  [(xIA(Y)l= sup [(AT(x)y)I=IIAT
lylllIx]1=1 !l x| =1

O

Esempio 10.7. Sia {Un}neN, un s.on.c. di H e sia A : H — H l'opera-
tore lineare cosi definito

+o0
1
Ax) =) ——(un)un
n:]n—i-_1

Poiche Z(A) = X, esiste AT e poiché, come gia visto nell’esempio
10.2, A & limitato, anche AT sara limitato, e dunque continuo.

Per capire come AT agisce sullo spazio J ¢ sufficiente capire come
agisce su di un generico vettore y € J{ calcolandone i coefficienti di
Fourier, cioe

(At () = (Alwly) = (1 wey)
quindi
+00 +00 1
Ally) = ) ATy = ) = (e ly)ux
n=1 n=1

Teorema 10.13. Sia A : Z(A) C H — H un operatore lineare, se Z(A) =
He 2(AT) = K, allora A ¢ limitato.

Definizione 10.16 (Operatore simmetrico). Sia A : Z(A) C H — H

un operatore lineare tale che Z(A) = H, diciamo che A & simmetrico
se Z2(A) C 2(At) e

Af(x) =A(x) ¥x € 2(A)

La definizione equivale a dire che l'operatore aggiunto ¢ un’esten-
sione dell’operatore di partenza.
Come ci si poteva aspettare la definizione mirava a dire che Vx,y €
Z(A)
(xIA(Y)) = (AX)ly)
Osservazione 10.9. Un’operatore A simmetrico ¢ sempre chiudibile, in-

fatti poiché ammette aggiunto Z(A) = X, per cui, essendo Z(A) C
2(AT), anche 2(AT) = K, per cui esiste AT, cioe A & chiudibile.

Definizione 10.17 (Operatore autoaggiunto). Sia A : Z(A) € H —
J un operatore lineare tale per cui Z(A) = I, diciamo che A ¢
autoaggiunto se A = Af.
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Per le osservazioni precedenti ¢ immediato notare che l'operato-
re autoaggiunto € un estensione al caso infinito dimensionale delle
matrici hermitiane.

Osservazione 10.10. Notiamo che se A & simmetrico e Z(A) = H, allora
A ¢ autoaggiunto.

L'operatore aggiunto gode delle seguenti proprieta:
(i) At+Bf c (A+B)f.
(i) (xA)f =x AT Vo € K.
(iii) Bfo AT (Ao B)f.
(iv) (A~HF = (AN~
(v) se A & autoaggiunto allora anche AT o A e A + AT sono autoag-
giunti.

(vi) se A e B sono autoaggiunti allora AB ¢ autoaggiunto se e solo
se A e B commutano.

10.5 PROIETTORI

Esempio 10.8 (Proiettori in IR?). Richiamiamo il concetto di proiettore
in R?; cioe che si dira ¢ immediatamente generalizzabile per R™. R?
e uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare standard

(x,Y) =x1y1 +x242

\

In questo spazio un proiettore & un operatore P; : R? — IR?,
(x1,%2)t = (x1,0)t = (x, e1)eq.
Un proiettore puod essere rappresentato tramite una matrice nilpo-

10
n=lo o

oltre a essere nilpotente questa matrice sara anche autoaggiunta e
idempotente, cioe vale che

1 011 0 10
2 _ _ _ _
P1_P‘P‘_[o o} {o o]—[o o}_P‘

Notiamo che se x = (x7,0)* allora Py (x) = x.

Inoltre se chiamiamo Ry = span(e;) e Ry = span(e;), possiamo
scrivere R? = R, & Ry e rank(Pq) = Ry e ker(Pq) = Ry,.

Cerchiamo di estendere quanto visto sopra al caso infinito dimen-
sionale, e cerchiamo di verificare se valgono le medesime proprieta
prima viste. lo spazio naturale dove svolgere questa generalizzazione
e lo spazio di Hilbert, in quanto e necessario uno spazio vettoriale
dotato di prodotto interno in cui & possibile scrivere H = M @& M= .

tente
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Definizione 10.18 (Proiettore su M). Sia M C I sottospazio di Hil-
bertex =x'+x" € 3, conx’ € M e x” € M+, chiamiamo proiettore
su M l'operatore Py¢(x) = x'.

Osservazione 10.11. E facile dimostrare che Py cosi definito & un’ope-
ratore lineare e Z(Py¢) = H.

Dalla definizione segue che se M = J{ allora Py =1 e se M = {0}
allora Py = O.

Teorema 10.14. Sia M C J e sia Py il relativo proiettore, allora:

(1) P € un operatore limitato (e dunque continuo).

(ii) Se M # {0} allora ||[Palll = 1, se M = {0}, [[[Pac[ll = 0.

(iii) rank(P¢) = M.

(iv) ker(Py¢) = ML,

(U) 1-— PM = PmL.

Dimostrazione. (i) Vx € H

(i)

(iii)
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P )l = [l < /112 + D112 = /I +x 12 = [Ix]

Per cui Py € limitato.

inoltre possiamo scrivere la seguente disuguaglianza

Pyl _
]

Escludendo il caso banale M = {0} possiamo dire che se x € M

allora b
Pyx)=x = 7H Tli(ﬁ(” =1

Per cui
IPave (%)

M g
IIx|l

IIPavelll =

Grazie alla disuguaglianza ottenuta in (i) abbiamo la tesi.

Se un elemento x € H puod essere scritto come x = x’ +x" con
x' € M ex” € M+, allora il rango di Py &

rank(Py) ={x' e M:x' =Py (x)} CM

Dobbiamo mostrare ora che vale I'inclusione opposta, sia x" €
M, allora ovviamente sara x’ € 3 e potremo scrivere x’ = x’ +0.
Per definizione di proiettore avremo dunque x’ = Py(x’), cioe
un qualsiasi elemento di M puo essere scritto come I'immagine,
attraverso il proiettore P si sé stesso. Quindi x’ € rank(Py) e
M C Py, cioe la tesi.

Notiamo in altre che grazie a questa uguaglianza possiamo scri-
vere

P = Prank(Py)
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(iv) II nucleo del proiettore e ker(Py¢) = {x € H : Py(x) = 0} ma
x € scomponibile in due parti, una nel sottospazio M e l'altra
nel suo ortogonale x = x’ +x", quindi Py¢(x) = 0 implica che
x’ = 0. Quindi gli elementi del ker(Ps,) sono della forma

x=0+x"
e quindi ker(Py¢) = ML,

(v) Ogni elemento x dello spazio di Hilbert J{ e, come gia visto
scomponibile in due componenti x = x’ +x", quindi

(1 —Pa)(x) =x—Pp(x) =x —x" =x"
e cioe (1 —Py) = Py O
Teorema 10.15. Sia Py un proiettore su M C I, allora
(D) Pl =Po
(ii) PA. = Pay cioe il proiettore ¢ idempotente.

Inoltre vale anche un viceversa di questo teorema, cioe se A é un operatore
con Z(A) =H e A e autoaggiunto e idempotente, allora é un proiettore e

A= Prank(A)

Dimostrazione. Sia Ps; un proiettore. Z(Py) = I, allora 'aggiunto
di P esiste. Calcoliamo ora

(xIPx(y)) = (xly") = (x'ly")
=Xy’ +y") = x'ly) =
= (Pm(x)ly)
cioe Py € autoaggiunto, e questo dimostra il punto (i).
Per il punto (ii) osserviamo che, Vx € H

P3c(%) = Pac(Pac(x)) = Pac(x’) =% = Py (%)

Per dimostrare il viceversa prendiamo un operatore A tale che
2(A) =H, A = Al e A2 = A. Allora varra che anche Z(AT) = H e
per il teorema 10.13 A ¢ limitato, e quindi continuo.

Possiamo ora dimostrare che rank(A) & un sottospazio. Sia {xn} C
rank(A) e X, — x € H quando n tende a infinito. Allora esiste una
successione {yn} C H tale che x, = A(y,,) per ogni n. Allora

Alyn) =2 x sen— oo
ma, essendo A continua e idempotente
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cioe A(y,,) = A(x) e, per l'unicita del limite di successioni, A(x) =
x e quindi x € rank(A) e rank(A) e chiuso, quindi un sottospazio.
Allora

H = rank(A) & rank(A)*

e, un generico Yy € H potra essere scritto come
x =A(x)+ (x —A(x))

dove si puo mostrare che (x — Ax) € rank(A)+, infatti, se y € rank(A)
ricordando che A é autoaggiunto

(A —A(x)) = (A (x — A(x))) = (xIA(x) — A%(x)) = 0

quindi A(x) = Prni(a)(x) per ogni x € H, e questo conclude la
dimostrazione. O

Corollario 10.15.1. Sia Py un proiettore, allora
(P (x)Ix) = [P (x)1?
Dimostrazione. Infatti

(Pc(x)x) = (PRc(x)Ix) = (Pac(x)IPL, (X))
= (Pac(x)[Pov(x)) = I[Py (x)I2

O
Osservazione 10.12. Se A € un proiettore allora
ATA=A e AAT=A

Teorema 10.16. Sia A un operatore lineare con Z(A) = I, allora le

seguenti affermazioni sono equivalenti
(i) A e un proiettore;

(i1) Esiste un sistema ortonormale {Wy o1 in H tale che

Ax) = Z(u“\x)ua Vx e H

04

Se la prima parte dell’enunciato é verificata, allora A = Pty

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando la prima parte del teorema

(i)=(ii) Supponiamo che A sia un proiettore, A = Py,ni(a), per un qual-
siasi sistema ortonormale {uy} e Vx € H 'elemento A(x) & ben

definito, infatti
+o0o

D (uak) < [lx|)?

ax=1
e dunque, applicando il teorema di Fisher-Riesz, otteniamo che
la serie Z;g (uglx)uy converge.

130



10.5 PROIETTORI

Scegliamo ora un sistema ortonormale completo per H e pren-
diamo gli elementi {uy/} C {uy}Nrank(A), rank(A) e un sot-
tospazio di J, quindi eredita da questo le proprieta di spazio
di Hilbert ma {u4/} non & necessariamente completo in questo
sottospazio. Pero A(x) € rank(A) e sviluppabile come elemento

di H come:
+00 +o00o
AX) = Y (UalAua = 3 (Alua)i)uq
a=1 =1

quindi se uy € rank(A), allora A(uy) = Uy, altrimenti A(uy) =

0, e dunque

A(X) = Z (uoc/|x)ucx/

ox'=1

(ii)=>(i) Per ipotesi A(x) =) 5_;(usX)uy quindi

+o00 +o00

(AXY) = ) (al)(ualy) = 3 (xhta) (ualy)
=1 =1
+o00

= ) (M(ualy)ua) = (xIA(y)

a=1
Inoltre, per ipotesi, Z(A) = H = Z(AT) quindi A & autoaggiun-
to.

Calcoliamo ora

+o00
=) (UalX)ua = A(X)
a=1

quindi A & anche idempotente, cioé A & un proiettore.

Dimostriamo ora la seconda parte. Per arrivare alla tesi dobbiamo
mostrare che rank(A) = span{uy}.

Siccome valgono le ipotesi della prima parte dell’enunciato, pos-
siamo dire che A(x) = ) _j(uxlx)uyx ¥x € H, quindi rank(A) C
span{uJ; proviamo ora a mostrare 1'inclusione opposta.

Sia x € ker(A), allora Vy € span{uy} possiamo scrivere

y=) (ualylua =A(y)
xel

e dunque
(xly) = (xIA(y)) = (AX)ly) = (0,y) =0

Dunque x € (span{u(x})L e ker(A) C (span{u“})L. Siccome A € un
proiettore

rank(A) = (rank(A))1+ = (ker(A))* D (span{uq})tt = span{uy}
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da cui la tesi.
]

Osservazione 10.13. Quindi se {uy} & un s.o.n.c. in H allora H =
span(uy) e quindi A = Py = 1, ove A & l'operatore definito come
sopra.

10.5.1 Algebra deti proiettori

Nella seguente sezione mostreremo alcune proprieta delle operazio-
ni con i proiettori, in questa trattazione M e N indicheranno due
sottospazi di uno spazio di Hilbert J{ mentre Py e Py i relativi
proiettori.

Teorema 10.17. Le sequenti affermazioni sono equivalenti

(i) Pay o Py & un proiettore;
(i) [Pae; Pn] = PP — PPy = O;

(iii) N = (NOM) @ (NNML).

Ovviamente, se Pyg o P e un proiettore allora proiettera sullo spazio
MAON.

Dimostrazione. Dimostriamo le prime due implicazioni del teorema.
Se PPy € un proiettore, allora dev’essere autoaggiunto, quindi

(PacP)T = (PcPoy)
PIPl = PxPy

Unendo queste due relazioni otteniamo
PxnPy = PavP
e cioe [Py, Pl.

Ripercorrendo i passaggi svolti in direzione opposta otteniamo che
[P, Px] = 0 se e solo se Py, Py € un proiettore. O

Teorema 10.18. Le sequenti affermazioni sono equivalenti
(i) P + Py & un proiettore;
(i) PPN =0;

(iii) P (N) ={0}, cioe M L N.

Inoltre se Py¢ + Py e un proiettore Pyt + Py = Pyiun.
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Dimostrazione. Dimostriamo le prime due implicazioni, se Py + Py
un proiettore, allora dovra essere idempotente

(Pa +Pn)? = Poc + Py
cioe, sviluppando il calcolo

P%; 4+ P& 4+ PaP + PP
=Pyt + Pn + Py PN + PnPovt

e, come si pud notare 1'uguaglianza richiesta e verificata se ’anticom-
mutatore tra i proiettori & nullo

PniPx = —PxPi
quindi, moltiplicando a sinistra per Py

PZ:Px = —PyPxPat

PymPxN = =Py PP
invece, moltiplicando la stessa espressione a destra per Py

PyiPnPat = —PnPi¢

—PanPNPy = PPy
quindi, unendo le due espressioni

PP = PaPay 0

10.0 OPERATORI ISOMETRICI

Definizione 10.19. Un operatore A, definito su uno spazio di Hilbert
H e detto isometrico se Z(A) = H e se

A =[x]  VxeH
Dalla definizione & immediato che
WA =1

Osservazione 10.14. Quindi se A & un operatore isometrico, necessaria-
mente ker(A) = {0}. Infatti

JAR)] =0 = x| =0=x =0

Teorema 10.19. Sia A un operatore lineare, con Z(A) = H, allora le
seguenti affermazioni sono equivalenti

(i) A e isometrico;

(i) (A(x)IA(y)) = (xly);
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(i) ATA =1;
(iv) Esiste A=" e AT & un’estensione di A= .
Dimostrazione. Dimostriamo le singole implicazioni

(i) = (ii) Dallidentita di polarizzazione

(ABIA(Y)) = § (AG) + AR~ [AK) - Aly)IP)
— 20AK) HAWIE - JAK) — AW)IP)
= JUA+Y)IP — 1A —y)IP)

— S 0AG+ )P~ A~ iy)IP)
L
— 5 x+iyl2 = Ix —iyl?)

I
®
<«

(il) = (iii) Sia (A(x)|A(y)) = (xly) Vx,y € H. Allora
(AX)IA(Y)) = (IATA(y)) = ATA =1
(ii1) = (iv) Sia per ipotesi ATA =1, allora se x € ker(A) allora A(x) = 0

ma anche
ATAX)=0=x=0

quindi ker(A) ={0}. Allora A~ esiste e rank(A) € 2(A), ma
rank(A) = 2(A" 1) = 2(A"1) c 2(AT) =K
quindi AT & un’estensione di A~".
(iv) = (1) Calcoliamo la norma di A(x)
IAX)[* = (AX)IA(x)) = (ATA (X)) = (IATTA(X))
= (xlx) = |]x||? VxeX
O

Definizione 10.20. Sia A un operatore lineare su H e isometrico,
allora A & detto unitario se

rank(A) = H

Osservazione 10.15. Ovviamente, come gia notato nel teorema prece-
dente, ker(A) = {0}

Teorema 10.20. Sia A un operatore lineare con Z(A) = X, allora le
seguenti affermazioni sono equivalenti
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(i) A ¢ unitario;
(i) IAT e AT =AY
(iii) ATA = AAT =1 (cioe [A, AT] = O);
(iv) AT ¢ unitario.
Dimostrazione. Dimostriamo le singole implicazioni

(i) = (ii) Se A e unitario, allora & anche isometrico, quindji, per il teorema
precedente, JA Te A ' ¢ Af, main questo caso, 2(A71) =
rank(A) = X, quindi 2(A~") = 2(AT) = H e cioe

AT = AT
(i) = (iii) Peripotesi Z(A) = 2(A~") = ¥, quindi 2(AA"') = 2(A~TA)

= H e per definizione A~ TA = AA~T = 1. Quindi, visto che
per il punto (ii) A~! = AT abbiamo che

AAT =ATA =1

(iiil) = (iv) Per ipotesi AAT = ATA = 1. Quindi
|ATx||? = (ATx]ATx) = (x| AATX)
= (xx) = [|x]*
quindi AT & unitario, [[|All| = 1.

(iv) = (i) Per ipotesi AT & unitario, ma quindi anche AT & unitario e quin-
di anche A. Ma poiché Z(A) = K, allora A & chiuso e A = A.
Quindi A & unitario. O

Teorema 10.21. Sia A un operatore limitato con Z(A) = H. Sia {Ux}xel
un s.o.n.c. in 3. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

(i) A e unitario;
(ii) {A(uy)}xer e un s.o.n.c. in H.

Dimostrazione. Sia A un operatore limitato con Z(A) = H. Dimostria-
mo le implicazioni.

(i) = (ii) Per ipotesi, A & unitario, rank(A) = 7, quindi, preso un s.o.n.c.
{uy} in H si ha che

(ualug) =04p = (A(ug)lA(ug)) =dup

quindi {A(uy)} & ortonormale, dobbiamo mostrarne la comple-
tezza. Dobbiamo quindi mostrare che span{A(uy)} = H o, equi-
valentemente span{A(u(x)}L = {0}. Prendiamo ora y € K t.c.
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YlA(uy)) = 0, siccome rank(A) = H esistera un x € H t.c
Yy = A(x) e quindi

0= (ylAlua)) = (AX)A(ua)) = (x[ux) Vo€l

quindi x = 0, ey = A(0) = 0, cioe y = 0. Abbiamo quindi
dimostrato che se y € span{A(u(X)}L =y =0, cioe gli {A(uy)}
formano un sistema ortonormale completo.

(il) = (i) Sia, per ipotesi, {A(u«)} un s.o.n.c.; prendiamo un x € X, allora
esso e scrivibile come x = ), (A(uy)lx)A(uy), calcoliamone la
norma

Ix[1? = YA A ]? = D I(ualAT(x))? = |AT(x)?

quindi [|AT(x)|| = ||x|| ¥x € H. Quindi AT & isometrico.
Dimostreremo ora che ker(A) = {0}. Infatti, Vx € X,

X =) (UalX)ua = A(X) =) (Uax)A(Uy)

X @

Se ora prendiamo x € ker(A), cioe A(x) = 0 otteniamo

D (ual)A(ug) =0

X

e quindi, essendo {A(uy)} un s.o.n.c. abbiamo che (uylx) =
OVo € I, cioe x = 0. Allora ker(A) = {0}, ma rank(Af) =
ker(A)+ = {0} = H. Concludiamo quindi che Al ¢ unitario, e
quindi, per il teorema precedente, A & unitario. O

Esempio 10.9. Sia A : 1?(R) — 1?(R) come nell’esempio 10.5. Sicco-
me Z(A) = 12(R), A ammette aggiunto. Inoltre notiamo che poiché
I'operatore A si limita a permutare gli elementi di una succesione
{xn} € (R)

+o0o
oendl =) lonl* = IA{en})l]

n=1

ciod A & isometrico. Tuttavia poiché rank(A) = 12(IR), possiamo
affermare che A e unitario.

Notiamo inoltre dalla forma matriciale di A che AT = A, quin-
di, essendo come gia detto anche unitario, possiamo affermare che
A1 = At = A, cioe A @ involuttivo.

Definizione 10.21. Siano A e B due operatori lineari su uno spazio
di Hilbert H, con rank(A) = rank(B) = J(; se esiste un operatore
unitario U tale che

B =UAU!

allora diremo che A e B sono unitariamente equivalenti.
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10.7 TEORIA SPETTRALE

in questa sezione ci proponiamo di estendere a spazi di Hilbert il
concetto di autovalore e autovettore.

Definizione 10.22 (Insieme risolvente). Chiamiamo insieme risolven-
te di un operatore lineare A : Z(A) C H — H l'insieme

p(A):={A€C:IA1—A) 'limitatoe ZA1—A)~T = K}
Per comodita indichiamo con
A=Al

Definizione 10.23. Chiamiamo operatore risolvente di A rispetto a
A € p(A) 'operatore Ra (A) tale che

RAAA—A)=T1 e (A—A)RA(A)=1
Notiamo che
RA(A) = (A—A)""

Per comodita possiamo scrivere l'insieme risolvente come unione
di due sottoinsiemi

P(A) =pa(A)Upp(A)
ove si e indicati
pa(A) ={\ € C: (A —A) esiste, limitato e Z(A —A)~! = K}
pp(A) ={A € C: (A —A) esiste, limitato e Z(A—A)~! ¢ H ma
PN=A)T =%

Definizione 10.24 (Spettro). Chiamiamo spettro di un operatore li-
neare A il complementare di p(A) in C, vale a dire I'insieme

o(A)={AeC:A¢&p(A)}

Anche lo spettro di un operatore puo essere scritto come unione di
sottoinsiemi
o(A) = Gp(A) Uoc(A)Uor(A)

ognuno dei quali vanifica un’ipotesi sulla definizione dell'insieme
risolvente; analizziamo tale classificazione

(i) op(A) viene detto spettro puntuale o discreto, ed & definito come
segue
op(A)i=AeC:HA-A)""}

La definizione data equivale a dire che Ix # 0 t.c. x € ker(A —
A), cioe (A—A)(x) =0, da cui

A(x) = Ax
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Dunque linsieme o (A) coincide con quello degli autovalori
come erano intesi nel caso finito dimensionale, per questo i
A € op(A) vengono chiamati autovalori propri di A, 'elemen-
to x € H corrispondente viene detta autovettore o autofunzio-
ne di A rispetto a A e lo spazio ker(A — A) & detto autovarieta
associata a A.

(ii) o e detto spettro continuo e si definisce come
0c(A):={A € C:3(A—A) "non limitato, e Z(A — A)~T = K}
Lo spettro continuo si puod dividere, cosi come visto per l'insie-

me risolvente, in 0.q(A) e 0¢p(A) a seconda che Z(A —A)~!
sia uguale a J{ o un suo sottospazio denso.

(iii) or(A) viene invece chiamato spettro residuo ed e definito come
segue

or(A)=A€C:IA—-A)""ma Z2(A—A)"T £}
A sua volta si usa dividere o,(A) = 0,1(A) U 0,2(A) ove
or1(A) :={A € 0,(A) : (A — A)~" limitato}
or2(A) :==(A € 0,(A) : I(A—A)~! non limitato}

Valutiamo ora le proprieta dello spettro per i diversi tipi di opera-
tori visti.

Spettro dell'operatore aggiunto

Supponiamo che 2(A) = K, allora se A € p(A) avremo che A € p(AT).
Inoltre se A € o (A), cioe A(x) = Ax, allora

(XIAT(Y)) = (AX)ly) = (Axly) = (x]Ay)

quindi

cioé A € op(AT).

Spettro di un operatore simmetrico

Consideriamo il caso in cui sia A : H — I lineare tale per cui Z(A) =
HeACAT

Teorema 10.22. Sia A come sopra, allora o, (A), 0¢(A), 072(A) C R
Dimostrazione. Sia A € C,Vx € 2(A)

(A= A)X)II* = ll(Re(A) — A)(x) + i Im(A) (x)]|?
=((Re(A) = A)(x) + iIm(A)(x)| (Re(A) — A) (x) + iIm(A) (x))
=lIRe(A) = A)(x)|I? + [ Im(A) (x)|I?

+ ((Re(A) — A)(x)[iIm(A) (x)) + (iIm(A) (x)|(Re(A) — A)(x))
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Notiamo che

((Re(A) = A)(x) [iIm(A)(x)) + (iIm(A)(x)|(Re(A) — A)(x))
=iIm(A) ((Re(A) — A)(x)[x) —iIm(A) (x|(Re(A) — A)(x))
=iIm(A) Re(A)(xIx) —iIm(A)(x|A(x)) + Im(A) Re(A) (x[x)

+iIm(A) (x|A(x))
=t Im(A) ((A(x)Ix) — (x|A(x))) =0

ove 1'ultimo passaggio deriva dalla simmetria di A. Dunque
1A =AY X = [IRe(A) = A)(x)II* + [ Tm(A) (x)[I? = [T (A)}? x|

cioe
A =A) ) = [Tm(A)]lIx]]

Per il teorema 10.6 se Im(A) # 0 allora (A —A)~! esiste limitato,
dunque A € p(A) Uor1(A), da cui la tesi. O

Teorema 10.23. Se A ¢ simmetrico e \,\" € op(A), con N # N, allora
ker(A —A) L ker(A’ —A).

Dimostrazione. Sia x € ker(A —A) e x’ € ker(A’ — A), allora

0 =((A—A)x)x') — (x|(A"—A)(x))
=A(xIx") — (A(x)x") = A/ (xIx") + (x|A(x"))
=(A=A")(xx")

Percid (x|x') =0 = x L x'. O

Questo teorema equivale a dire che gli autovettori relativi ad auto-
valori distinti sono ortogonali.

Spettro di un operatore autoaggiunto

Teorema 10.24. Sia A un operatore autoaggiunto, allora oy (A) = ()

Dimostrazione. Per le ipotesi, anche (A — A) sara un operatore au-
toaggiunto e o(A) C R. Se (A — A)~! esiste allora possiamo dire
che

(A=A N =(A-A)) "= (A=A =(A-A)"!

e dunque (A — A)~! ammette aggiunto, cioé Z(A —A)~1 = K, quin-
di o (A) =10 O

Osservazione 10.16. Riassumiamo le proprieta di un operatore tale per
cui A = AT

(i) o(A) =0p(A)Uoc(A)CR

(ii) Ad autovalori distinti corrispondono autovettori ortogonali
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OPERATORI LINEARI IN SPAZI DI HILBERT

(iii) Le autovarieta associate ad ogni autovalore di o (A) sono sot-
tospazi di Hilbert di 3, dunque per ognuna di esse e possibile
trovare un s.o.n.c., che sara un s.o.n. per H. In generale |"'unione
di questi s.o.n.c. sara un s.o.n. per }; tuttavia se o(A) = o}, (A)
si pud dimostrare che il s.o.n. in questione sara anche un s.o.n.c.
per H. Dunque se indichiamo con };, l'autospazio associato
all’i-simo autovalore, possiamo scrivere

+o00
H= Z 693{7\1

i=1
Questo fatto & particolarmente utile, infatti ora per trovare un

sistema di generatori in uno spazio di Hilbert basta trovare un
operatore con spettro solo puntuale.

Spettro di un proiettore
Teorema 10.25. Sia P un proiettore, allora 6(P) = o, (P) e
(i) Se P =0 allora 6(P) ={0}e Ho =H
(ii) Se P =1allora o(P) ={1}e H; =K
(iii) Se P 2 O,1e P = Py, M C X, allora o(P) = {0,1}ea A =0
corrisponde I'autospazio M+, mentre a X\ = 1 corrisponde I'autospazio

M

Dimostrazione. Dimostramo solo il punto (iii).

Sia

/ 12

x=x +x" eH

—— =~

eM  ecmt
allora

x' = Py(x) =Ax =A(x" +x")

da cui

(1—=2A)x" ="

siccome x’ e x”” sono linearmente indipendenti, gli unici casi in cui si
verifica tale uguaglianza sono

e x'=0eA=0,cioe x € M+
e x"=0eA=1,cioexeM

cioe la tesi. ]
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Spettro di un operatore unitario
Teorema 10.26. Sia A un operatore unitario, allora
(i) or(A) =10
(ii)) op(A) C{A€ C: A =1}
(iii) Ad autovalori distinti corrispondono autovettori ortogonali.

Dimostrazione. Proviamo solo la (ii) e la (iii).
Se A & autovalore allora

Ax)=A e Af(x)=M

Per cui
A(AT(x)) = A(X)

Ix = AA(x) = AAx

da cui
A2 =1

Completiamo la dimostrazione del teorema provando la (iii). Siano

Ax)=Ax e A(x')=Ax’

allora
(xix) =(AT(A(x))x") = (A(x)|A(x"))
=(AxA'x") = AN (xIx")
quindi
(1T=A\)(xx") =0
da cui (x|x’) =0, che ¢ la tesi. O

Enunciamo ora un teorema che permette di comprendere meglio la
definizione data di spettro continuo.

Teorema 10.27. VA € 0.(A) esiste una successione {xn} C Z(A) tale per
cui
IA(xn) —Axnll = 0 per n — +oo

Dimostrazione. Siccome A € o.(A) allora (A —A)~! esiste ma non &
limitato, dunque esiste una successione {y,} C Z(A—A)~! tale per
cui

A =AY (yn) I = nlly,l

Wn

cioe, essendo y,, = (A —A)(wy)
1
(A =A)(wn]ll < EHWnH
Sia allora xy, = %, per quanto visto prima
1
(A =A)(xn) = [Axn — Alxn)ll < o 0

che & la tesi. O
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Osservazione 10.17. 1l teorema precedente mostra che in generale per
scrivere l'equazione agli autovalori

Ax)=Ax x¢XH

per un A appartenente allo spettro continuo bisogna lavorare con uno
spazio di Hilbert piti grande, in generale questo sara uno spazio di
distribuzioni. L'equazione agli autovalori in senso generalizzato puo
essere scritta Vy € H

(xIA(y)) = Alxly)

Grazie a questa visione generalizzata di autovalore e autovettore
possiamo enunciare il teorema spettrale, di cui non & data la dimo-
strazione.

Teorema 10.28 (Teorema spettrale). Sia A : 5 — F un operatore lineare
autoaggiunto e sia o(A) = op(A) U oc(A) il suo spettro. Sia {uy} C
H il s.o.n. generato dall’'unione degli autospazi corrispondenti a ciascun
A« € op(A) e siano {ux} gli autovalori (nel senso generalizzato visto prima)
corrispondenti ai A € o.(A), allora, Vx € H

(i)
X =) (Ual)uq+ J a(A)uy dA

o oc(A)

ove a(A) sono detti coefficienti di Fourier generalizzati, e sono definiti

come
1 A+AA
— 3 N — ’ /

a() _Al)l\rgo A)\(Au;\\x) e Au, L\ uy dA e K

(i1)
2 =3 l(ualx)? +J la(A)? dA
o« oc(A)

(iii)

Alx) =) Ax(uah)ug+ J oy MeM un dA
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1 1 TRASFORMATA DI FOURIER

Analizziamo ora un particolare operatore lineare che opera in spazi
di Hilbert, la trasformata di Fourier. Lo scopo e di generalizzare
quanto visto per la serie di Fourier per funzioni non periodiche, o
alternativamente, per funzioni di periodo infinito.

Il nostro scopo e arrivare a definire la trasformata di Fourier co-
me un operatore .# : [2(R) — L2(R) anche se, come si notera, la
definizione non ¢ immediatamente ampliabile a tali spazi.

111  TRASFORMATA DI FOURIER IN LT(R)

Definizione 11.1 (Trasformata di Fourier in L'(R)). Sia f € L'(R),
chiamiamo trasformata di Fourier 1'operatore .% cosi definito

(Ff)(k) = (k) := \/12? J_m e %f(x)dx ke R

Allo stesso modo e possibile definire la trasformata di Fourier co-
niugata come

= Iy 1 e ikx
(ZFf)(k) =f(k) := \/27TJ eV f(x) dx

Dalla linearita dell’integrale & immediato ricavare la seguente pro-
posizione

—00

Proposizione 11.1. L'operatore .7 é lineare.

Valutiamo ora il dominio di questo operatore.
Siccome f € L'(R), allora .Z f & ben definito, infatti

- 1 +o0 . 1 +oo .
[f(k)] :‘ﬁj e X f(x)dx| < J le X f(x)] dx
Tt J—o00

V21 ) o
1 roo [F(x)] = 1 < +
—_— _ 00
V21T ) - V27 L
quindi f @ una funzione limitata e
~ Al
sup |f] <
keﬁ V21
Percid f € L®(R) e
= Il
fllie < et
Il o

Percid possiamo dire che 1'operatore .# mappa funzioni in L'(R) in
funzioni in L*(IR).
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TRASFORMATA DI FOURIER

Teorema 11.1. Sia f € L' (R), allora la sua trasformata di Fourier f e una
funzione continua.

Dimostrazione.
f(k +h) — f(k)| = '] roo etkx (e thx _ 1)f(x) dx
V21T ) o
1 +oo
<mj e~ _1][f(x)|dx

1 +o0 .
lim J le ™™ — 1]|f(x)]dx =0

allora abbiamo la tesi.

Siccome |e~ ™" — 1| < 2, la funzione integranda & maggiorabile da
una fuzione integrabile, ossia |2f(x)|, per il teorema della convergenza
dominata & possibile portare il limite sotto il segno di integrale, e
poiche

lim e '™ —1]=0
h—0

si ha l'asserto. O

Notiamo che, siccome la continuita di f & indipendente da k, f sara
anche uniformemente continua.

Teorema 11.2 (di Riemman-Lebesgue). Sia f € L' (IR), allora
F L' (R) = L®(R) e [ Fflli= < [[fllL1/v2m
2. F éun’operatore continuo
3. limy 00 [fl = 0

Dimostrazione. Notiamo che il punto (i) e gia stato dimostarto pre-
cedentemente e il (ii) & immediato dal fatto che .# & un operatore
lineare limitato. Dimostriamo allora il punto (iii).

Partiamo dal caso particolare in cui f = X[q b, allora

f(k)| =|—— —ikx dx| = ‘ e X dx
7o) 'm e W
:' lefikb“ . ik(bfa)) _ 1 7“ _ ,ik(b— a)|
V2 ik V27 (K]
ng —0 per k— +oo
V27 K|

Poiche l'integrale di una funzione in L'(R) &, per definizione di
integrale di Lebesgue, una sommatoria di funzioni a gradino, & pos-
sibile utilizzare questo risultato per ogni funzione integrabile, quindi
per tutto L' (R). O
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11.1 TRASFORMATA DI FOURIER IN LT(R)
Teorema 11.3. Siano f,g € L'(R), allora anche f - g, f gel'(R)e

+o0 +oo
J f(x)g(x)dx = J f(x)g(x)dx

—00 —00

Dimostrazione. Siccome g, f sono limitate e f, g sono integrabili, anche
f-g,f- g saranno integrabili. Inoltre

“+00 r+00 “+00 1 3
Joo f(x)g(x) dx = | f(x) dx Joo Ee_ltxg(t) dt
(oo +oo X
= I g(t)dt J_Oo Ee*m‘f(x) dx
_ [ g(t)f(t) dt O

Teorema 11.4. Sia f € L'(R) tale che xPf € L'(R) per p = 1,...,m,
allora f e derivabile n volte e

dr ~ 1 +oo .
4 10 = (=PI = —= J e ()P F(x) dx
Dimostrazione.
dr - dr 1 (7 —ikx
i 10 =i = J_OO e~ % f(x) dx
] —+00 dp .
:7\/27( J we*”"‘f(x) dx
1 —+o0 )
=7 J e X (—ix)Pf(x) dx
7T J—c0
Vp=1,...,n, che é la tesi. ]

Teorema 11.5. Sia f € L'(R) N€™(R) tale che fP) € L'(R) Vp =
1,...,nallora

F(EP) (k) = (iK)PF(k) Vp=1,...,n

Dimostrazione. 11 teorema si dimostra per induzione integrando per
parti, sia dunque p =1, allora

F(f') (k) = LHE \/;J’ e TX ! (x) dx
a 0o Tl a
- agl—ro—loo X/%[eikxf(x)]aa — \/1271 J_a(—ik)eikxf(x) dx =

siccome f € L' (R), il suo limite all’infinito deve tendere a zero, quindi
il termine fuori dall’integrale & zero, cioe

| i N
- J (ik)e R f(x) dx = (ik)T(k)

Applicando quanto visto a f’ e alle altre derivate si ha 'asserto. [
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TRASFORMATA DI FOURIER

Teorema 11.6. Sia f € L' (R), allora

Dimostrazione.

V2 ) e
1 [t _
—— J e XF(x) dx = Z(F)(K) O
T J—0

Verifichiamo ora cosa succede alla trasformata di Fourier se viene
cambiata la parita della funzione su cui agisce; a tale scopo definiamo
I'operatore o come segue

Teorema 11.7. Sia f € L (R), allora

(Z(f))e = F(f) = Z(fo)

Dimostrazione.
] “+o00 L
(Z(M)o =(F (M) = J "% f(x) dx = Z(f)
_ | oo ikx _ L e —ikt _
= J_Oo e f(x) dx > J_Oo e f(—t)dt = F(fy)

Osservazione 11.1. Se f € pari, cioeé f,; = f, allora f= 1?0, mentre se f e
dispari, vale a dire f; = —f, allora 1?5 —

Inoltre poiché e t** = cos(kx) — isin(kx), cioe & formato da una
parte pari e una dispari, € ovvio che se f e pari, spezzando l'integra-
le e calcolandolo su tutto 1’asse reale, I'integrale contenete il seno si
annullera. Analogamente se f e dispari si annullera l'integrale conte-
nente il coseno, quindi possiamo ricavare le seguenti formule per il
calcolo della trasformata di Fourier per fuzioni di parita nota

(i) Se f e pari

. 1 400 \/z 400
f(k) = \/TTT JOO cos(kx)f(x)dx = - Jo cos(kx)f(x) dx

'operatore .# in questo caso viene detto trasformata coseno.

(ii) Se f e dispari

. —{ [T ' \/i “+o0 .
f(k) = E Joo sin(kx)f(x) dx = —i - Jo sin(kx)f(x) dx

questa volta .7 e detto trasformata seno.
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Osservazione 11.2. A partire dall’osservazione precedente possiamo
riassumere le proprieta di una trasformata di Fourier di una funzione
a parita definita.

(i) se f e reale e pari, allora f sara reale e pari;
(ii) se f e reale e dispari, allora f sara immaginaria e dispari.
Teorema 11.8. Sia Ty I'operatore di traslazione
To(f)(x) = f(x — )
allora, se f € L' (R) si ha

Tof(k) = e % f(k)

mentre

—~ —

Tof(k) = flk — a) = etoxf(k)

Dimostrazione. Le dimostrazione & banale dalla definizione di trasfor-
mata

1 [t . 1 [t
F (1o f) (k) =—— e X f(x — o) dx = —— et adpt) dt
V2T ) \/277'[ —o0
efikcx +o0 ) ) R
v; J e RH(t) dt = e ¥ f(k)
VLT J—c0
mentre
~ 1 +oo .
Tof(K) == J e tlk—adxg(x) dx
e .
:\T J e X (X% f(x)) dx = etoxf(k)
Tt J—c0

O]

Osservazione 11.3. Possiamo ora introdurre il concetto di trasformata
di Fourier della funzione & di Dirac, infatti calcolandone la trasforma-
ta

1 +oo . 1
F (b k:J e X (x)dx = ——
Bk = =] e Mde=
dalla quale osserviamo che la & e l'antitrasformata della funzione
costante. Otteniamo quindi

400
J e dx = 275 (k)
—00

Osservazione 11.4. Come abbiamo gia osservato, 1’'operatore .# map-
pa funzioni in L' in funzioni in L, e, in generale non & invertibi-
le. Sotto ipotesi aggiuntive invece la trasformata di Fourier diviene
un’operatore invertibile, come specificato nel seguente teorema.
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Teorema 11.9. Se f € L' e f € L' allora .Z ¢ invertibile e

~

F(f)=f

cioe F7 ' =F

Dimostrazione.
N +oo dk ...~ +o0 dk . +o0 d .
+oo dy +o0o k(x—y) +oo
= Ef(y) e dk = - dyf(y)s(x —y)
= f(x)

dove nel penultimo passaggio abbiamo sfruttato la definizione di 6
data nell’osservazione 11.3. Quindi, % (% f) =f,ecioe . C1. O

Enunciamo ora un utile teorema, di cui non & data la dimostrazione,
che stabilisce se esiste la trasformata di Fourier inversa di una certa
funzione senza svolgere direttamente il calcolo.

Teorema 11.10. Sia f € €?(R) tale che f,f',f” € L'(R), allora fe
LT (R).

11.2 TRASFORMATA DI FOURIER IN L?(IR)

Per arrivare alla definizione di trasformata di Fourier in LZ(R) pas-
siamo attraverso la definizione di uno spazio, S tale che S=L%R) e
F:8—8.

Definizione 11.2 (Funzione a decrescenza rapida). Diciamo che una
funzione f : R — C ¢ a decrescenza rapida se

lim [xPf(x)|=0 VpeR

[x|—+o00

. _ 2 _ . .
Esempio 11.1. f(x) = e~ ef(x) =e I sono funzioni a decrescenza

rapida.

Teorema 11.11. Sia f € L'(R) a decrescenza rapida, allora x™f(x) €
L'(R) ¥n € N.

Teorema 11.12. Sia f € L' (R) a decrescenza rapida, allora fe e

Dimostrazione. Siccome f € L'(R) e a decrescenza rapida, per il teore-
ma precedente x™f(x) € L'(R); per il teorema 11.4 possiamo afferma-
re che

dm - T ST

g Tk = Z (=)™ (%)) (k)

equindi?e C. ]
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11.2 TRASFORMATA DI FOURIER IN L%(R)

Teorema 11.13. Sia f € €°(R). Se f™) € L'(R) vn € N, allora f & a
decrescenza rapida.

Dimostrazione. Siccome, per il teorema 11.5

S ~

£P) (k) = (ik)PT

per il teorema di Riemman-Lebesgue

—_— —~

0= lim [fP)(k)= lim |(ik)Pfl= Lm [KPf|
|k|—+o0 [k|—+o0 [k|—+o0

che e la tesi. O

Definizione 11.3 (Spazio di Schwartz). Chiamiamo spazio di Schwar-
tz I'insieme $(IR) delle funzioni cosi definite

S(R)={f:R— C:fe%™ef™ ¢&adecrescenza rapida Vk € IN}

Si puo dimostrare che questo spazio soddisfa la definizione di
spazio topologico rispetto alla topologia T che ha per aperti le sfere

B(r,fo) :={f € S(R) : sup |xP (fo — )V (x)| <, Vp,q € N}
x€R

dunque diremo che una successione {f,} C 8(IR) converge a f € §(IR)
se
lim sup [xP (fn - @ x)|=0,Vp,qe N

n—+oo x€R

Lo spazio di Schwartz gode delle seguenti evidenti proprieta
(i) 8(R) é invariante rispetto alla moltiplicazione per polinomi
(ii) 8(IR) e invariante per derivazione
(iii) 8(R) c L'(R)

Teorema 11.14. Se f € 8(IR) allora anche fe 8(IR), cioe la trasformata di
Fourier e un endomorfismo .# : §(R) — 8$(IR)

Dimostrazione. Se f appartiene a $(R) allora f € L'(R) ed & a decre-
scita rapida. Esiste anche f € €*°(IR). Inoltre ogni f ) ¢ L(R), ed

esistono tutte le f(P). Quindi

KPFP) (k) = kP).Z (—ix)Pf) (k) = ﬁ(%(—ix)"f) (k)

e, dal teorema di Riemann-Lebesgue otteniamo che

lim [KPFP) (k)] = lim ﬁ(%(-a)vf(x))(k)‘:o

[k|—00 |k|—00

quindi f e f(P) sono a decrescita rapida, cioe sono in §(IR).
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TRASFORMATA DI FOURIER

Teorema 11.15. L'operatore % : S§(R) — 8(IR) e un operatore continuo (e
quindi limitato). cioé

n—oo n—oo

L’'operatore .# e un’applicazione invertibile in §(R) e la sua inversa
e F 1 =7

Teorema 11.16. S(R) ¢ denso in L*(R), cioe S(R) = L#(R).

Definizione 11.4 (Trasformata di Fourier in L*(RR)). Sia f € L*>(R), e
{frn} C 8(R) una successione tale che f,, — f per n — oco. Definiamo
trasformata di Fourier di f

Z(f)(k) = lim (Ffy)

n—oo

Teorema 11.17. L'operatore 7 : L*(R) — L?(R) ¢ un’isometria di L?(R),
cioe

(f19)2r) = (f19)2(R)

Dimostrazione.

r+oo
(f1g) = f(k)g(k) dk

J—00

+o00 +o00 eikx -~ +oo e—iky
= ko f(x) de g9(y)dy

quindi ||f||L2(]R) = ||f||L2(IR)‘ -

Teorema 11.18. Se f,g € L?(R) allora fg e 1?9 eL'(R)e

Jf(x)@(x) dx = J?(x)g(x) dx

Definizione 11.5 (Convoluzione). Si definisce convoluzione tra due

funzioni
—+00

dy
fxg)(x) = J —f X —
(fxg)(x) Vo (Ylg(x—y)

La trasformata di Fourier rende il calcolo di convoluzioni di funzio-
ni particolarmente semplice, rendendolo semplicemente un prodot-
to algebrico tra due trasformate, come precisato nella proposizione
seguente
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11.2 TRASFORMATA DI FOURIER IN L%(R)

Proposizione 11.2. Se f e g sono funzioni in L*(R), allora

Dimostrazione.

[7(f) - Z(g)l(K)

J—00

Z(txg) =.7(f)- Z(g)

+o00 dx ik +00 dy i
— e 1 Xf —Z e 1Ky
|7 (x) J_oo o g(y)

r+oo +o0 .
ax [ iglyle )

Jooo oo 2T

r+oo +00 dt ikt
de ﬂf(x)g(t—x)e

—00

r+oo dt

At e [T dx _
[Tt UOO O txg(t—x)
_ F(f+g)(K)
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A MATRICI DI PAULI

Le matrici di Pauli sono degli operatori lineari C?> — C? che assumo-
no un ruolo fondamentale nella descrizione dello spin dell’elettrone
in meccanica quantistica. Le matrici di Pauli sono dunque matrici
quadrate due per due, e hanno la seguente forma

o[0T
Yo
[0
270
N L
>0 -1

E immedato verificare che
2 s
oj =1 Vvj=1,23

Le matrici di Pauli gondono inoltre della seguente proprieta, che
viene vista come la loro relazione definitoria.

Definizione A.1. Si dicono matrici di Pauli le matrici o; € GL(2,C)
tali per cui

3
0i0j = Z iei]'kO'k —5—51]'11
k=1

Nella definizione appena data GL(2,C) indica lo spazio delle ma-
trici due per due sul campo complesso, mentre €y ¢ il tensore di
Levi-Civita del terzo ordine.

Dalla definizione di matrici di Pauli si pud notare che esse sono
formate dalla somma di un termine simmetrico, dovuto al delta di
Kronecker, e uno antisimmetrico, dovuto al tensore di Levi-Civita.

Dalla definizione data sono immediati i seguenti fatti

(i) Il commutatore

[O'i, O'j] = O'iO')' — O')'O'i = Ziei)’kO'k

(ii) I'anticommutatore
{O'i, O']'} = 0i0j + 0501 = 2511']1

(iii) Tr(oj) =0Vj=1,2,3
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MATRICI DI PAULI

(iv) det(oj) =—1Vj=1,2,3
(v) ol =05¥=1,2,3

Le matrici di Pauli, assieme all’identita, essendo fra loro indipen-
denti, generano il campo GL(2,C), cioe sono una base per GL(2,C).
Inoltre le matrici di pauli generano il gruppo unitario speciale di
secondo grado SU(2), che e isomorfo a SO(3), ed & un gruppo Lie.
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B FUNZIONE ¢ DI RIEMMAN

Definizione B.1. La funzione ( di Riemman & definita nel modo

seguente
+

C(x) =

n

3

1
nx

—_

vx € C t.c. Re(x) > 1.

La restrizione sulla x & necessaria affinché la serie converga.

Eulero dimostro questa importante proprieta per la ¢ di Riemman,
che puo valere anche da relazione definitoria, e ha un ruolo fonda-
mentale nello studio dei numeri primi.

Teorema B.1 (Prodotto di Eulero).

+o00 1

=TI

P =numero primo

1—p—x

Esempio B.1. Calcoliamo per esempio ((2).
Consideriamo la funzione f(x) = x? e rendiamola periodica fra
[—m, 7] di periodo 27, allora possiamo sviluppare f in serie di Fourier

+o0o
f(x) = =+ Z (an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

Siccome f(x) € pari tutti i by, saranno nulli, inoltre

ﬂ ]J tzdt—l

2 3
1 4(=1m
an = J t? cos(nt) dt = ( 2)
s n
Dunque
2 +0  1\n
f(x) = T +4 =D cos(nx)
3 n?
n=1
Se poniamo x =7
2 +o  1\n
fm=mt=""1ay " g
3 n?
n=1
da cui
+o0 1 7_[2
=) —S=+¢
n=1
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Allo stesso modo e possibile verificare, partendo dalla funzione
f(x) = x*, che
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DELTA DI DIRAC

La delta di Dirac € una distribuzione, o funzione generalizzata, che
puo essere introdotta come caso limite di molte funzioni usuali.
Iniziamo introducendo la funzione 0 di Heavyside

1 se x>0
B(x) = % se x=0
0 se x<0

che ¢ una funzione usuale anche se discontinua. Grazie ad essa
possiamo definire una funzione con un picco largo 2«
0(x? —x2)

da = 2

tale che
+o0
J du(x)dx =1
—00
Possiamo ora mostrare una delle proprieta di questa funzione calco-
landone l'integrale con una funzione analitica ¢.

+o0
lim | 8a(x)p(x)dx = 6(0)
a—0 J_o

A questo punto possiamo immaginare di scambiare il limite con il
segno di integrale ed ottenere la funzione ¢ di Dirac

O(x) = lim 64 (x)
ox—0
anche se, come gia ricordato, la 6 non e una funzione nel senso usuale
del termine.
Evidentemente 5(x — xop) = 0 per ogni x # xo mentre in xo diverge.
Possiamo quindi, per evitare passaggi al limite come quello preceden-

te, considerare la seguente uguaglianza come la relazione definitoria
della 6 di Dirac

Definizione C.1. La funzione § di Dirac ¢ la distribuzione definita
dal seguente integrale

b
J d(x)d(x —xo) dx = Pp(xo) a<xp<b

a

dove ¢ e una funzione analitica in (a,b).
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Come si pud notare il punto x¢ in cui la 8 si annulla deve appar-
tenere all’intervallo di integrazione, altrimenti 'integrale precedente
vale 0.

Molte altre funzioni possono essere utilizzate come rappresentazio-
ne della 9, per esempio

() 5(x) = limg o 22
X
.. . 1 €
(i) 8(x) = lime 0 nxZ 1 e
(i) 8(x) = lima_,o %eﬂxzxz
. 1i sin? ox
(iv) 8(x) = limx— o0 o
(v) lim T VPl — 17td(x)
0% ¥ie T x

dove VP indica I'integrazione in valor principale.

Possiamo ora passare alle proprieta della 8, innanzitutto a partire
dalla definizione data inizialmente in termini della 0 di Heavyside
osserviamo che e una funzione pari

d(ax) = 6(—ax) = &(]alx)

A questo punto, mediante un cambio di variabili nell'integrale defini-
torio C.1, possiamo ottenere

e quindi

1

d(ax) = —b(x)
|l
Un’altra proprieta molto importante e quella che esprime la o di

una funzione g con uno zero in un punto x = Xxp. Supponiamo che
g sia una funzione sviluppabile in un intorno di tale punto come
g(x) = g—g ‘X:XO (x —x0) + o([x —x¢l), e che in un intorno di tale punto
non ci siano altri zeri. Otteniamo quindi

5(gx)) =6[dg

d(x —x0)

gl = )

’iq
dx

dx

X=Xo

Generalizzando al caso in cui gli zeri della funzione g siano piu di
uno possiamo scrivere

dg/dx (xi]|
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Il significato di questa relazione & quello che esprime il calcolo del-
'integrale della 6 di una funzione g con un’altra funzione ¢, su un
intervallo (a, b) contenente gli zeri x1,...,x, di g

° (7 g S ) - dla)
x)0(g(x))dx = J X)) dx = Y
J, omistate 2], g il T 2 g/ dx e

Infine possiamo esprimere il significato delle derivate della del-
ta, 8'(x) = %é(x), infatti integrando per parti il seguente integrale
otteniamo

J_ o(x)5'(x) dx=j_ o0 dx—J_ 009 )
__do
a x=0
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